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Twierdzenie Eulera. ..

Euler, 1760, Sankt Petersburg

Dla kazdego a 1 m zachodzi kongruencja

a®™ =1 (mod m).

Przypomnijmy: ¢(m) to liczba reszt modulo m wzglednie pierwszych
zm; ¢(m) =m(l—1/p1)...(1—1/pr).

Przyktady

m=060=22-3.5a=23 Mamy ¢(60) = 60(1/2)(2/3)(4/5) = 16.
Kongruencje modulo m = 60:

232 =529=-11, — 23*=121=1 — 236=1.
m=11—m=p; ¢(m)=p—1=10.

Kongruencje modulo p = 11: 219 = (2°)2 = (-1)2=1. [
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Twierdzenie Fulera — dowdd

Oznaczmy ¢(m) reszt wzglednie pierwszych z m

T1,72,. .-, Te(m)- Kazda z nich mnozymy przez nasze a L m,
a nastepnie dzielimy tak otrzymang liczbe przez m.
Otrzymujemy nowy uklad reszt r}:

ria = qm+ 7}, i=1,2,...,¢(m),
albo jako kongruencje
(1) ria =71, (mod m) i=1,2,...,0(m).

o 7 sa wzglednie pierwsze z m (inaczej ich wspélny czynnik
dzielitby r;a — a te liczby sa wzglednie pierwsze!).
e Danej ,nowej” reszty r; nie da si¢ otrzymaé z réZnych r; i r;
(inaczej r;a = rja (mod m) — r; =7y
(mod m) — r;=rj).
Wymnazamy przez siebie wszystkie ¢(m) kongruencji (1):

a® M, Tg(m) =TTy Ty (mod m);

poniewaz jedne i drugie reszty sa 1 m mozemy podzieli¢ obie strony
przez ich identyczny iloczyn. £
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Twierdzenie Eulera — jeszcze jedna ilustracja

WeZmy: m =20, a=17.

$(20) = (22 - 5) = 20(1 — 1/2)(1 — 1/5) = 8.

Zbiér {r;},i=1,...,8 to liczby: 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19.
Kongruencje modulo 20:

la="7, 3a =1, Ta =9, 9a = 3,
1la=17, 13a=11, 17a=19, 19a =13

Po wymnozeniu stronami, mamy modulo 20

a®1-3-7-9-11-13-17-19-=7-1-9-3-17-11-19-13.
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Twierdzenie Eulera — wazne (?7) zastosowanie

Twierdzenie

Dla kazdego a 1 m kongruencja

axr=b (mod m),
ma rozwigzanie w postaci
z=0a®™~1 (mod m).

Dowéd — oczywisty.

przyktad

11z =9 (mod 29). Mamy ¢(29) =28 — 2=9-112" (mod 29).
Modulo 29: 112 =5;114 =25 = —4;118 = 16;11'6 = 256 = —5.
Stad 1127 = 1116 118 112 11' =8 (mod 29)

i ostatecznie x =9 -8 = 14 (mod 29).
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Twierdzenie Fermata

Dobre 120 lat ...

przed (eleganckim) dowodem Eulera, Fermat, w jednym z listéw do
Frénicle de Bessy zauwaza (z wlasciwg sobie bystroscia, dowcipem

i uwaga ... przystatbym dowdd, ale obawiam sie, Ze jest troche
przydiugi. .. ), ze dla kazdego a L p istnieje (wczesniej czy pézniej)
taki najmniejszy wykladnik potegowy d, dla ktérego a® — 1 jest liczba
podzielng przez p; co wiecej d | p—1

—a wiec twierdzenie to zachodzi takze dla d = ¢(p).

Dow6d tego twierdzenia podal w prawie 100 lat pézniej Euler (1736).
W jezyku kongruencji

(2) a? =1 (mod p),

albo dla modutu m = p® (Wéwczas d(p*) = p~ — pa—l);

" P =1 (mod p©).

SprawdZ — na przyktad czy a'%° =1 (mod 101)?



Twierdzenie Fermata — konsekwencje

Zgodnie z twierdzeniem Fermata, kongruencja

2771 =1 (mod p) ma p — 1 réznych rozwiazan — liczb wzglednie
pierwszych z p, a wiecx =1,2, ..., p— 1.

Stosujac poznane wczesniej twierdzenie o postaci takiej liniowej
kongruencji z r réznymi pierwiastkami mozemy zapisa¢ kongruencje

(2) w postaci

B) |zt —1=@—-1)(z—-2)...(x—[p—1]) (mod p)|

Na przyktad: dla p =5 zachodzi

(x—=1)(z—2)(x—3)(x—4)
=@-D(z-2)(z+2)(z+1)
=@ -1)@*-4)=2*-1 (mod5).
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Twierdzenie Fermata — konsekwencje, c.d.

Mielidmy ...

Dla p > 2 liczba a L p jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko
wtedy gdy

a?™V/2 =1 (mod p).

7 twierdzenia Fermata wynika
a?t—1=0= (a(p_l)/2 - 1) (a(p_l)/2 + 1) (mod p).

a wiec alP~1/2 =1 (mod p) lub a®1/2 = —1 (mod p). Jezeli

jednak a jest resztq kwadratowg to istnieje pewne zg, takie ze 3 = a

(mod p) i wéwezas

a® /2 = (22)P7V2 = () P7D =1 (mod p). O
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Twierdzenie Fermata, a kryterium Eulera, c.d.

Implikacja odwrotna: przypusémy, ze
a?™V/2 =1 (mod p).

Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a wielomian f(z) = 2(®~1/2 —1
nie moze mieé¢ wiecej niz (p — 1)/2 pierwiastkéw, réznych modulo p.
Pierwiastkami tego wielomianu — a wiec mozliwymi wartosciami
a = 2% — moga by¢ tylko liczby: 12, 22, ... [(p — 1)/2]?,

— 53 to wszystko reszty kwadratowe modulo p
i wyczerpujg wszystkie mozliwosci modulo p dla liczby g, ktérymi sg
liczby: +12, 422, ... +[(p —1)/2)%. O
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Twierdzenie Fermata — konsekwencje, c.d.

mieliémy twierdzenie ... dla b L m; a,c > 0; jezeli
b*=1 (modm) i b°=1 (mod m)— b?=1 (mod m),
d = (a,c).
dowodd: d = ax + cy — podstawiamy:
bl = partey = = (b7)" - (b)Y =1 (mod m). O

...z ktoérego wynikalo kolejne twierdzenie

Jezeli liczba pierwsza p dzieli N =b" — 1 to

(1) albo p | b® — 1, gdzie d | n; albo

(2) p=1 (mod n). Dlap>2idlan=2k+1mamyp=1 (mod 2n).
dowéd: b" =1 (mod p) oraz =1 =1 (mod p).

7 poprzedniego twierdzenia wynika, ze b = 1 (mod p),

gdzie d = (n,p — 1).

Jezeli d < n to p | b% — 1 [przypadek (1)].

Jezelid=ntod|p—1, awieccp=1 (mod n).

Jezeli obie liczby p i n sa nieparzystein |p—1to2n|p—1
[przypadek (2)]. Na przyktad jezeli liczba 2'! — 1 ma mieé¢ dzielnik p
to — na mocy ostatniego twierdzenia — p = k - 22 4 1 — rzeczywisScie
2047 = 23-89. (p < /(N))).



Twierdzenie Fermata a twierdzenie Wilsona

Mieli$my — réwnanie (3)

’xp_l—lz(x—l)(x—2)...(x—[p—1]) (modp)‘.

Wymnazajac wszystkie p — 1 czynnikow po prawej stronie
otrzymujemy rézne potegi z-a — z réznymi wspotczynnikami,

ktore przystaja (modulo p) do pojawiajacych sie po lewej stronie:
jedynki (wspotczynnik przy #P~1); —1 (wyraz wolny) i zera (pozostale
p — 2 przypadki).

W szczegdlnosci wystepujacy po prawej stronie wyraz wolny to

(~1D)(=2)...(z=[p-1) = (=)’ (p -1,

a wiec mamy
(-1 Hp—1)!=—-1 (mod p).

Twierdzenie Wilsona moze by¢ wiec traktowane jako wniosek z
twierdzenia Fermata (szczegdlnego przypadku tw. Eulera) — w naszym
jednak wyktadzie zachowalidémy bardziej ,historyczna” sekwencje.

Twierdzenie Eulera



Twierdzenie Fermata — wersja szersza

Jezeli wyjéciowa kongruencje (2), zachodzaca dla a L m
a1 =1 (mod p),

pomnozy¢ przez a to dostajemy

(4) a’* =a (mod p),

ktora jest stuszna dla wszystkich liczb a — nie tylko tych, ktore sa
wzglednie pierwsze z modulem p.

W systemie dziesietnym kazda liczba ma taka sama ostatnia cyfre jak
jej piata potega.

Czyli:
a® =a mod 10.

Prosciutki dowod zostawiamy Czytelnikowi
(wskazéwka: a® = a (mod 2)).
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Rzad liczby catkowite;j

Z twierdzenia Fermata (Eulera) wynika, ze dla kazdej liczby a,
ktéra jest wzglednie pierwsza z modutem m musi istnie¢
wykladnik potegowy n, dla ktérego a™ =1 (mod m).

Definicja

Rzedem liczby a modulo m nazywamy najmniejszq liczbe naturalng r
taka, ze a” =1 (mod m). Oznaczamy ja ord,,(a), lub ord(a, m).
Uwaga: jeszcze stosunkowo niedawno dla okreslenia ord,,(a) uzywano
wylgcznie terminu wykltadnik potegowy, do ktorego liczba a nalezy
modulo m.

Przyktad

dlam =301a=7. Obliczamy kolejne potegi a modulo m
a=T, a>=-11; a>=13; a*=1.
Tak wiec 4 jest rzedem liczby a = 7 modulo m = 30.

Twierdzenie Eulera



Tabela: Szukanie rzedu liczby a modulo 13.
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7Z tabeli na poprzedniej stronie wynika:

ord13(1) = ].7
(tak bedzie dla kazdego a i m!)

a a*> & o' @ o o o o o o'l o

1T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ord13() = ord13(6) =ord13(7)
2 4 8 3 6 121 9 5 10 7 1

39 139 1 39 1 3 9 1 =ord3(11) =12
43129101 4 3 12 9 10 1

5 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 1 ord13(3) ord15(9) =3
6108 9 2 12 7 3 5 4 11 1

7105 911263 s 4 2 1| ordg(4) = ordyz(10) =6
8125 1 8 125 1 8 12 5 1

93 193 193 1 9 3 1 ord13(5) d13(8) =4
1009123 4 11009 12 3 4 1

114 5 3 7122 9 8 10 6 1 ord13(12)

1201 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1

@ wszystkie te liczby:
1,2,3,4,6112
to dzielniki d liczby
12=13-1=p—1.
@ dla kazdego dzielnika d
mamy ¢(d) liczb
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Tabela ilustruje takze pewne fakty, ktére podajemy jako ...

a a*> & o & d d & o o o' o? Y . ,

T B B S B e e S S B B ... zespol twierdzen:

2 4 8 3 6 1211 9 5 10 7 1 B

3 0130913091 3 9 1| Dlaalmorazr=ord,(a)zachodz

4 3 12 9 10 1 4 3 12 9 10 1 1 R

512 8 1 5 12 8 1 5 12 8 1 Q Jeslia® =1 (mod m) tor|R.

6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 1 z st

2 1005 0 16 58 4 2 1 W szczegblnoscei | r | ¢p(m) |

g§ 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 1 o 0 a
903193 19319 3 1 @ Dla s it catkowitych kongruencja
009 123 4 1109 12 3 4 1 a® = at (mod m) & s=t (modr).
1 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 1 .

12 1 12 1 12 1 12112 1 12 1 @ Zadne dwie liczby zbioru a,a?,...,a"

nie przystaja do siebie modulo m.

@ Jezeli n jest liczba naturalng to rzad
r

(r,n)’
W szczegdlnosci
ord,,(a) = ord,,(a™) < (n,r)=1.

modulo m liczby a™ jest rowny
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Dowéd tw. : jesli af* =1 (mod m) to r | R. Dzielimy R przez r —
mamy R = qr + p. Mamy

a* =P = (a")9a” =a” =1 (mod m).
Kongruencja wyjsciowa jest spetniona dla r bedacego najmniejszym

niezerowym wykladnikiem potegowym;
stad wniosek, ze p musi by¢ réwne zeru.

Pytanie:

czy jezeli podany jest pewien dzielnik n funkcji ¢(m) to czy istnieje
zawsze jaka$ liczba a, taka, ze ord,,(a) = n?

| \

Odpowiedz:

Nie. Na przyklad dla m = 15 mamy ¢(m) = 8; wszystkie reszty
wzglednie pierwsze z m przystaja do jednej z liczb +1, +2, +4 1 £7,
ktére wszystkie spetniaja (sprawdz!) kongruencje x* =1 (mod 15).
Nie ma wiec liczby ktoérej rzad bylby rowny n = 8.

A\
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twierdzenie o dzielnikach liczby ¢(p) =p — 1

Dla modutu, bedacego liczba pierwsza p, dla kazdego dzielnika n
liczby ¢(p) = p — 1 istnieje liczba a taka, ze ord,(a) = n.

do jego dowodu udowodnimy najpierw twierdzenie o potegach —

twierdzenie :

Niech rzad pewnej liczby a modulo p (liczba pierwsza) wynosi n.
Woéwczas wszystkie potegi

a™

,a™, . .oa"em

gdzie r1 = 1,72,...,74(,) to dodatnie reszty, mniejsze od i wzglednie
pierwsze z n, maja ten sam rzad modulo p co sama liczba a.

7 naszej tabeli wynika, ze ord;3(2) = 12. Reszty mniejsze i wzglednie
pierwsze z 12 to 1,5,7,11. 7 tabeli tez wynika, ze liczby przystajace
modulo 13 do takich poteg dwojki to

2, 2°=6, 2"=11, 2''=7. I rzeczywiicie — rzad modulo 13
wszystkich tych liczb (2, 6, 111 7) jest réwny 12 (patrz tabela (1)).
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dowdd twierdzenia o potegach

ordy(a) =n — a (i n) spelnia(ja) réwnanie 2" =1 (mod p).
Ale (@)™ = (a™)* =1 (mod p) — dla kazdego i i wszystkie n liczb
1,a,a?,...,a" ! spekiaja kongruencje 2" = 1 (mod p).

Co wiecej — te n poteg sa liczbami nie-przystajacymi modulo p.
(to byto tw. ) Inaczej mieliby$my

a'=ad’> (modp) — a7 =1 (modp)
— a to oznaczaloby spelnienie kongruencji z wyktadnikiem mniejszym
od n — co jest niemozliwe.
Tak wiec liczb, ktérych rzad modulo p jest réwny n, nalezy szukaé w
potegach 1,a,...,a" !, Ale dla liczb a, = a”, gdzie wyktadnik r nie
jest wzglednie pierwszy z n, tzn. NWD(n,r) = d # 1 zachodzi

a4 = (@")/*=1 (mod p)

— a wiec rzad tych liczb a, jest mniejszy od liczby n i réwny n/d.
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dowdd twierdzenia o potegach, c.d.

Pozostaja wiec tylko a, = a”, gdzie r L n.

Jezeli oznaczymy przez n,. rzad liczby a, — ord,(a,) = n, to
(modulo p) mamy a,"" = 1, ale jednoczes$nie — poniewaz a, jest
pierwiastkiem kongruencji z =1 (mod p) — (a,)" = (a™)" =1,
skad wynika n,. | n.

Z drugiej jednak strony, z faktu ord,(a) = n oraz kongruencji

(a")* =a"" =1 (mod p)

wynika, ze n | r - n, — a poniewaz r L n —
to musi zachodzié¢ n | n,, a wiec n, = n. O
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dowod twierdzenia o dzielnikach

Oznaczmy v dzielnikéw liczby p — 1 przez
ny=1,n9,...,M,....,n, =p—1,

a przez IN; — ilosé liczb, ktérych rzad modulo p jest réwny n;.
Poniewaz rzad kazdej liczby niepodzielnej przez p musi by¢ ktoras z

liczb n; mamy

Ale z ostatnich rozwazan — takze twierdzenia o potegach — wynika, ze
dla kazdego dzielnika n; zachodzi alternatywa — albo N; = 0 (nie ma
takiej liczby, ktérej rzad wynositby n;); albo — jezeli dzielnik jest
rzedem to liczba takich liczb N; = ¢(n;). Z kolei, mieliSmy
twierdzenie

— suma funkcji ¢ wszystkich dzielnikow danej liczby jest réwna tej
liczbie. To znaczy

o(n1) + ona) + ...+ d(n;) + ...+ d(n,) =p—1.

Poréwnujac dwa powyzsze réwnania mamy N; = ¢(n;), dla kazdego i.
Tak wiec rzeczywiscie — dla kazdego dzielnika n liczby p — 1 istnieje
¢(n) liczb, ktérych rzad modulo p jest réwny n.
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