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Rozważamy portfel walutowy zawieraja̧cy eura (EUR) i franki szwaj-
carskie (CHF). Oznaczmy przez R1 i R2 ich stopy zwrotu na
koniec okresu inwestycyjnego. Bȩdziemy je modelować jako zmien-
ne losowe o cia̧g lym  la̧cznym rozk ladzie. Niech W0 i W1 oz-
naczaja̧ odpowiednio wartość portfela na pocza̧tku i na końcu
okresu inwestycyjnego, a w = (w1, w2) sk lad ,,procentowy” port-
fela, w1 + w2 = 1, w1, w2 > 0.

W1 = W0 · (1 + R), R = w1R1 + w2R2.

VaR (Value at Risk, wartość narażona na ryzyko) dla poziomu
ufności 1− α jest wyznaczony przez warunek

P (W0 −W1 ≤ V aR1−α) = 1− α

tzn. z prawdopodobieństwem 1−α strata nie przekroczy V aR1−α.
Jeżeli przez Qα oznaczymy kwantyl rozk ladu R, to

V aR1−α = −W0Qα.
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Skorzystamy z twierdzenia Sklara (1959) i opiszemy  la̧czny rozk lad

stóp zwrotu R1 i R2 za pomoca̧ kopuli C

P (R1 ≤ x1, R2 ≤ x2) = C(F1(x1), F2(x2)),

gdzie Fi dystrybuanta Ri.

Kopula C jest dystrybuanta̧  la̧cznego rozk ladu prawdopodobieństwa

zmiennych losowych F1(R1) i F2(R2).

C : [0, 1]2 −→ [0, 1],

C(0, y) = C(x, 0) = 0, C(1, y) = y, C(x, 1) = x,

x1 < x2, y1 < y2 ⇒ C(x1, y1) + C(x2, y2)−C(x1, y2)−C(x2, y1) ≥ 0.
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,,Fakty stylizowane” dla kopuli zwrotów gie ldowych:

Kopula C posiada jednorodny dolny ,,ogon”. A mianowicie, dla

odpowiednio ma lych qi

C(q1, q2) ≈ L(q1, q2),

gdzie L pewna niezerowa dodatnio jednorodna funkcja

∀t ≥ 0 L(tq1, tq2) = tL(q1, q2).
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W lasności czȩści g lównej L:

• 0 ≤ L(q1, q2) ≤ min(q1, q2),

• L jest dystrybuanta̧ pewnej miary µL na pierwszej ćwiartce

L(q1, q2) = µL({(p1, p2) : 0 ≤ p1 ≤ q1, 0 ≤ p2 ≤ q2}).

• L jest wklȩs la.
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P (R ≤ r) = P (w1R1 + w2R2 ≤ r) = µC(Vr) ≈ µL(Vr),

gdzie

Vr = {q : w1F−1
1 (q − 1) + w2F−1

2 (q2) ≤ r}.

Zbiór Vr jest ,,ograniczony” przez dwa prostoka̧ty

{q : qi ≤ Fi(r)} ⊂ Vr ⊂ {q : qi ≤ Fi(
1 + r − wi

wi
)}.

8



,,Fakty stylizowane” dla pojedynczych zwrotów gie ldowych:

• Dla odpowiednio ma lych r (−1 < r � 0)

Fi(r) ≈ ai · (−ln(1 + r)−γ, i = 1, 2.

Innymi s lowy zwroty logarytmiczne (ln(1 + Ri)) maja̧ potȩgowe

dolne ogony z tym samym indeksem γ.
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Vr pomnożone przez zγ, gdzie z = −ln(1 + r).

6

- q1

q2

r r r
0

a1
a1

(1+z−1 ln w1)γ

r
r

a2

a2
(1+z−1 ln w2)γ

11



Twierdzenie 1 Dla odpowiednio ma lych r (−1 < r � 0) i dodat-

nio jednorodnych funkcji L1 i L2, które spe lniaja̧ warunki ze

strony 7

∀q L1(q) ≥ L2(q) ⇒ µL1
(Vr) ≥ µL2

(Vr).
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Biora̧c pod uwagȩ, że czȩść g lówna L spe lnia nastȩpuja̧ce oszaco-

wania

min(q1, q2) ≥ L(q1, q2) ≥ L(1, 1)min(q1, q2)

otrzymujemy:

w1V aR1−α(R1) + w2V aR1−α(R2) ≥ V aR1−α(R) ≥

≥ w1V aR1−α∗(R1) + w2V aR1−α∗(R2),

gdzie α∗ = α
L(1,1).

L(1, 1) wyestymowane na podstawie zwrotów EUR:PLN i CHF:PLN

wynosi 0.7989.
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