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Wprowadzenie

e Modele PARMA (Periodic Autoregressive Moving Average),
modele ARMA z okresowymi wspotczynnikami, sa alternatywa
dla konwencjonalnych stacjonarnych szeregdéw czasowych.

e Wykorzystywane sa do modelowania danych wykazujacych
okresowosé¢ (hydrologicznych, meteorologicznych, ekonomicznych,

zwiazanych z energia elektryczna).

e Modele PARMA wykazuja okresowy "rytm”, co jest znacznie
bardziej skomplikowane, niz okresowos¢ sredniej.

e W przypadku modeli PARMA z gaussowskimi innowacjami
(a = 2), strukture zaleznosci opisuje funkcja cowariancji, ktora
jest okresowa, podobnie jak Srednia szeregu.

e W przypadku modeli PARMA z a—stabilnymi innowacjami dla
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1 < a < 2, struktura zaleznosci opisana jest przez dwie miary:
kodyferencje (codifference, CD) oraz kowariacje (covariation,
CV), ktére sa najbardziej popularnymi miarami zaleznosci

rozszerzajacymi pojecie kowariancji.

e Miary CD oraz CV sa zdefiniowane dla symetrycznych

a—stabilnych szeregdéw czasowych.

e Dla modeli PARMA z a—stabilnymi innowacjami (1 < a < 2),
CD i CV sa okresowe.

e Dla modeli PARMA z a—stabilnymi innowacjami (1 < a < 2),

CD i CV sa proporcjonalne ze wspdlczynnikiem «, tzn. g—e = Q.
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Modele PARMA z a—stabilnymi innowacjami

e Modele PARMA z gaussowskimi innowacjami zostaly
wprowadzone jako klasa proceséw okresowo skorelowanych, tzn.

procesOw majacych okresowa srednia i kowariancje.

e Sa one specjalnym przypadkiem modeli ARMA ze zmiennymi
wspolczynnikami, ktére sa naturalnym rozszerzeniem klasycznych
stacjonarnych modeli ARMA, a ponadto wykazuja wiele ich
wlasnosci. Ich wyzszosé polega na tym, ze moga by¢
wykorzystywane do analizy danych niestacjonarnych bez utraty

ich dlugookresowej zaleznosci.

e Modele PARMA wykorzystywane sa przy opisie danych
wykazujacych okresowosé¢ na réznych plaszczyznach.
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Modele PARMA z o—stabilnymi innowacjami

Definicja 1 PARMA((p,q) z symetrycznymi a— stablinymi
innowacjami dany jest wzorem

Xy = Dby ()Xo = D @) (1)

gdzie wspotczynniki (bj(n));_, oraz (a;(n))Zy sa okresowe z tym
samym okresem T, a innowacje {&,} sq¢ niezaleznymi zmiennymi
losowymi o symetrycznym rozktadzie a—stabilnym (SaS) z

parametrem skali 1, tzn. z funkcjg charakterystyczng dang wzorem:

Fexp(ib€,) = exp(—|0]¢), 0 < a < 2. (2)
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Miary zaleznosci dla modeli PARMA z
a—stabilnymi innowacjami

Definicja 2 Miary zaleznosct dla SaS zmiennych losowych X1 i Xso:

e Kowariacja CV (X1, X2) zdefiniowana jest dla 1 < a < 2
nastepu)aco:

CV (X1, X5) = / 5155712 (ds),
S2
gdzie T jest miarg spektralng wektora losowego (X1, X2),
Z<P> = |z|P~ 1z,

o Kodyferencja CD(X1, X3) zdefintowana dla 0 < o < 2
nastepu)aco:

CD(X1,Xs2) =In Fexp{i(X1—X2)}—In Fexp{iX;}—In Fexp{—iXs}.
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W przeciwienstwie do kodyferencji, kowariacja nie jest symetryczna.

Ponadto, gdy a = 2 wéwczas mamy
1
COU(Xl,XQ) = CV(Xl,XQ) = §CD(X1,X2)

Najwazniejszymi wiasnosciami kowariacji sa:

e addytywnos¢ wzgledem pierwszego argumentu:

CV(X1+X0,Y)=CV(X1,Y)+ CV(X5,Y),
e skalowanie: CV (aX,bY) = ab~*"1>CV(X,Y),
e jesli X iY sa niezalezne, woéwczas CV(X,Y) =0,

e jesli Y7 1 Y5 sa niezalezne, woéwczas

CV(X,Y1 +Ys) = CV(X,Y]) + CV(X, Ya).
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Za norme || X ||, dla SaS zmiennej losowej przyjmujemy
| X]e = (CV(X, X))/ (norma kowariacyjna). Szereg {X,}, n € Z

jest ograniczony w przestrzeni K z norma ||.||o gdy sup || X,||¢ < oo.
nez

Oznaczamy X =Y w K wtedy i tylko wtedy, gdy || X — Y|, = 0.
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oo

Lemat 1 Jesli X,, = > c¢;(n)é.—;, gdzie innowacje {&,} sg

j=—00
niezaleznymi Sa.S zmiennymi losowyma z parametrem skali 1,
wowczas prawdziwe Sq:

CV(Xn, Xp) = > ¢j(n)cronis(k)<*7'" a>1,
CD(Xn, Xi) = 'Z (lej ()™ + [ek—n; (R)[* = lej(n) — co—nss (F)[Y).
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Modele PARMA z gaussowskimi innowacjami
(o = 2)

Analiza szeregéw czasowych w znacznej mierze wykorzystuje
stacjonarne szeregi czasowe. Jednak w wielu przypadkach zalozenie o
stacjonarnosci badanego szeregu jest zbyt upraszczajace. Modele
PARMA, jako procesy okresowo skorelowane, sa alternatywa dla
takich proceséw. Z zalozenia sa niestacjonarne, ale wykazuja wiele

wlasnosci procesow stacjonarnych.
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Twierdzenie 1 (Makagon, Weron, Wylomariska, 2004) System
PARMA(1,1) dany w Definicji 1 dla a =2, p=1, q=1 z okresem T
ma jednoznaczne ograniczone rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

|P| = |b1bs ... bp| # 1. Ponadto rozwigzanie to dane jest wzorem:

ZB —j+19n— jfn s, 94y ‘P‘ <1,

Gn+
_Z B:L@_:ggn—}—& gdy ‘P‘ > 17
— n—+1

gdzie BS =T[_ b; (2 konwencjg B =1 gdyr > s).
T Jg=r "J T
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Szereg dany wzorem (3) jest okresowo skorelowany, tzn. dla kazdego
k € Z kowariancja F(X, X, 1) jest okresowa wzgledem n z okresem

T i dana jest wzorem

1—;2 E—:O ( n—s—l—lan—s) ) gdy |P‘ <1
E(Xan—l-k:) = P2 T G i 2
n+k+s
n-+k Z n+k+s ? gdy ’P‘ > 1.
\ Bnil (P2 —1) s=1 Bn——ll—_kjl—_l
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Przykiad 1 Rozpatrujemy godzinowe spotowe ceny enerqgii na
Towarowej Gietdzie Energit S.A. z okresu: styczen 2003-styczen
2005. Na Rysunku 1 umieszczono wykres funkcji autokowariancy: dla
maksymalnego opozinienia h = 200. Dodatkowo zaznaczono rowniez

95% przedziat ufnosci dla ruchu Browna.
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Funkcja autokowariancjt z maksymalnym
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o Wykres funkcji autokowariancyi wskazuje, zZe analizowane dane
mogq byé modelowane przez model PARMA z okresem 24.

o Kryteria wyboru optymalnego modelu (BIC, FPE) wskazaly na
najlepszy model PARMA(1,1) z P = 0.0053.

e Optymalny model ma postaé

O
mn
— E Bn_3_|_1an—s€n—s-
s=0

o Funkcja kowariancji dana jest zatem wzorem

n-l—k 23

n+1
EXan—l—k 1 — ‘P|2 Z ‘a”n an l+1

1 jest okresowa wzgledem n.

Na Rysunku 2 pokazano jednokrokowq predykcje dla nastepnych 24
godzin bazujgc na otrzymanym modelu PARMA(1,1).
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Jednokrokowa predykcja dla spotowych cen energii elektrycznes.

1.5 T T T T T
= = the prediction
- the real data

14

1 ] ] ] ] ]
4000 4005 4010 4015 4020
14 T T T T T
| = the percent error
1.2 .

4000 4005 4010 4015 4020
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Rozszerzenie teorii dla ogdlnych modeli
PARMA z a—stabilnymi innowacjami

(1 <a<?2)

W dalszej czesci rozpatrujemy jedynie modele PARMA(1,1) z
innowacjami z rozkladu SaS dla 1 < a < 2, dane wzorem:

Xn — ann—l — angna (4)

gdzie wspoélczynniki 1 innowacje maja takie same wilasnosci jak w
Definicji 1.
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Twierdzenie 2 Jesli |P| = |biby...bp| # 1, wowczas system
PARMA(1,1) z innowacjami z rozktadu SaS zdefiniowany w (/) ma
ograniczone rozwigzanie dane wWzorem:

Xn — ZBZ_3+1an—s€n—87 gdy |P| <1
s=0

oo

Ap+s
X, = _Z Bnif€”+s’ gdy |P| > 1.
s=1 n

Krakow, kwiecien 2006




Miary zaleznosci dla modeli PARMA ze stabilnymi innowacjami 20

Modele PARMA dla |P| < 1

Lemat 2 Jesli |P| <1 ¢ {X,} jest ograniczonym rozwigzaniem (4),

wowczas dla 1 < a <2 in,m e Z mamy

max(n,m)
min(n,m)-+1

CV(Xn,Xm) — 1 — ‘P‘a Z ‘Bmln(n m)—s+1%min(n,m)—s

o

)sign(n—m)

Lemat 3 Jesli |P| <1 i {X,} jest ograniczonym rozwigzaniem (/),
wowczas dla 1 < a <2 in,m e Z mamy:

CD(X,, X ) _
max(n,m) . maX(n m)
1+ |Bmin(n,m)—|-1 ‘1 mm(n m)+1 Z | mm nm) ) a
1 — ’P‘O‘ min(n,m)—s+1 min(n,m)—s

Miary wyznaczone w Lematach 2 i 3 sa okresowe z okresem 71'.
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Twierdzenie 3 Jesli |P| < 1 i {X,} jest ograniczonym
rozwigzaniem (4 ), wowczas

(a) dla kazdegon € Z i1 < a <2 mamy:

lim = lim =
k— o0 CV(Xn,Xn_k) k— o0 CV(Xn+k,Xn)

(b) dla kazdegon € Z i1 < a <2 mamy:

D(X,_1, X, , D(X,,, X,
limC( i ):th( X+k):O.

k— o0 CV(Xn_k,Xn) k— o0 CV(Xn, n—l—k)

Krakow, kwiecien 2006
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Modele PARMA dla |P| > 1

Lemat 4 Jesli |P| > 1 ¢ {X,,} jest ograniczonym rozwigzaniem (4),

wowczas dlal < a<2in,me Z mamy

|P|a (Bmax(n,m) sign(n—m) T o

B min(n,m)—i—l) amax(n,m)+8

CV(‘XTM Xm) o ‘P a_ 1 Z max(n,m)+s
s=1 Bm—|—1

Lemat 5 Jesli |P| > 1 i {X,} jest ograniczonym rozwigzaniem (/),

wowczas dla 1 < a <2 in,m e Z mamy:

CD(Xn, Xpm) =

|P|a (1 + ‘Bmax(n,m)

min(n,m)+1

[Pl -1

< . |1 . Bmax(n,m)

min(n,m)+1

a) -
Z Amax(n,m)+s
Bmax(n,m)+s

s=1 min(n,m)+1
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Twierdzenie 4 Jesli |P| > 1 i {X,} jest ograniczonym
rozwigzaniem (4 ), wtedy

(a) dla kazdegon € Z i1 < a <2 mamy

ny Xn— . D( X1k, Xn
lim OD(Xn, X k): lim CD(Xn )

k— o0 CV(Xn,Xn_k) k— o0 CV(Xn_|_k,Xn)

(b) dla kazdegon € Z i1 < a <2 mamy:

lim = lim

Krakow, kwiecien 2006
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Przyklad 2 Rozpatrzmy dwa modele PARMA(1,1) z innowacjami z
rozktadu SaS dla o = 2 (przypadek gaussowski) i a = 1.4. Ponadto
przyymujemy I’ = 3 oraz:

(

0.5 dlan=1,4,7,...,
b, =< 1.6, dlan=2,58,...,
0.4, dlan=3,6,9,...,

\

y

1 dlan=1,4,7,...,
an =94 2, dlan=2,5,8,...,
0.003, dlan=3,6,9,....

\

W tym wypadku P = 0.32. Na Rysunku 3 przedstwiono po jednej

realizacyi z kazdego modelu.
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Realizacje modeli PARMA(1,1) dla o =2 i o = 1.4.
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CD(Xn+k7Xn) CD(XnaXn—k:)
OtCV(Xn+k,Xn) ? (XCV(Xn,Xn—k) ’

Na Rysunku 4 pokazano ilorazy

CD(Xn,Xnit) ; CD(Xn—1:Xn) _ e
CXCV(Xn,Xn—Tk) ¢ ozC’V(Xn_kk,Xn) dla k = 07 17 50; n=>501a=14.

Zgodnie z Twierdzeniem 3 pierwsze dwa tlorazy dazg do 1, a ostatnie
dwa - do 0 wraz ze wzrostem k.
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Miary zaleznosci modeli PARMA(1,1) dla o =2 1 o« = 1.4.
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Na Rysunku 5 przedstwiono miary zaleznosci: Cov(Xy,, Xpnik) dla
modelu PARMA(1,1) z innowacjami z rozktadu dla o = 2 oraz

CV(Xn, Xnik), CD(X,, Xpnak) dla PARMA(1,1) z innowacjami o
symetrycznym rozktadzie a—stabilnym dla o = 1.4. Przyjeto k = 6.
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Miary zaleznosci modeli PARMA(1,1) dla o =2 i « = 1.4.
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