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Dodatek A

(Dowéd twierdzenia Ramo-Shockley’a)

Ogo6lny dowod twierdzenia Ramo-Shockley’a, oparty na zmodyfikowanej postraci tozsa-
mosci Greena, podali Hunsuk, Min, Tang i Park. Zgodnie z ich koncepcja rozwazmy sys-
tem M dowolnie uksztaltowanych elektrod mieszczacych si¢ w niejednorodnym osrodku
o znanym rozktadzie przestrzennym stalej dielektrycznej €(r). Potencjaly tych elektrod @, (t)
(dla k=1,....M) wymuszane sa przez zewngtrzne zrodta polaryzacji, przy czym dopuszczamy
ich dowolna, funkcjonalnie okreslona zalezno$¢ od czasu.

Zatozmy, ze w zadanym o$rodku znajduje si¢ N nosnikoéw tadunku (ruchomych i nierucho-
mych) tworzacych w nim tadunek przestrzenny o ggstosci p(r,t).

Niech q; oznacza tadunek elektryczny i-tego nosnika, za$ ri(t) oraz vi(t) odpowiednio
chwilowa warto$¢ jego polozenia i predkosci. Czasowo-przestrzenny rozktad gestosci tadun-
ku przestrzennego zapiszemy wig¢c w postaci

p(r) = . qi d(r-ry) (A-1)

W oparciu o zasadg niezalezno$ci dziatan, zarowno pole elektryczne jak 1 potencjaty pola
roztozymy na dwie sktadowe: jedna pochodzaca od tadunku przestrzennego i druga od zew-
netrznej polaryzacji elektrod. Niech @ ,(r-r;) oznacza chwilowa wartos¢ potencjalu w punk-
cie r wywolanego tadunkiem przestrzennym przy uziemionych wszystkich elektrodach sys-
temu, natomiast @ ,(r,t) analogiczna warto$¢ potencjatu pola spowodowana istnieniem skon-
czonych wartosci napig¢ polaryzujacych elektrody w warunkach usunigcia z obszaru systemu
wszystkich no$nikéw tadunku. Wypadkowy potencjat @ (r,t) wyrazi si¢ zatem w formie

D(rt) = DOp(rt) + Dyu(r,b) (A-2)

Wyrdznione stany systemu w przyblizeniu elektrostatycznym mozna opisa¢ odpowied-
nio rownaniem Poissona i Laplace’a.

W szczegblnosci dla @, =0 oraz p(r,t)=0
- div[e(r)e, grad Dy(r,t)] = p(r,t) (A-3)
natomiast w przypadku alternatywnym gdy po(r,t) =0 oraz @ y(r,t)=0
- div[e(r)e, grad Dy(r,t) =0 (A-4)

Zaleznosci powyzsze wykorzystamy w zmodyfikowanym przez Hunsuka i i. twierdzeniu
Greena dla medium niejednorodnego. W ogdlnym zapisie przyjmuje ono postac:

j { Dy(r,t) div [e(r)e, grad Op(r,t)] - Dy(r.t) div [e(r)e, grad Dy(r,t)] } AV =

vV

= J. [ Du(rs) e(rs)e, grad Dp(rg,t) - Dy(rs) €(1s)e, grad Dy(rs,t) | o dS (A-5)

gdzie V oznacza catkowita objgtos¢ systemu z wylaczeniem objgtosci wtasnej M elektrod,
S stanowi powierzchni¢ M elektrod, za$ rs jest wektorem potozenia na powierzchni elek-
trod.
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Z podstawienia rownan (A-3) 1 (A-4) do (A-5) otrzymujemy.

- [ @)y dV = [ Oulry) e(rs, grad Dy(rs) o dS (A-6)
Vv N
Kolejne podstawienia za p(r,t) wyrazenia (A-1) prowadzi do zwiazku (A-7)

- Z G Durit) = Y Dadt) Qult) (A-7)

k=

—

przy czym wielko$¢
Q) = [ e(reograd dy(r.t) o dS (A-8)
sk

reprezentuje tadunek wyindukowany na k-tej elektrodzie przez zadany rozktad nos$nikéw ta-
dunku przestrzennego.

Wyrazmy dla wygody potencjal pola @,(r,t) wywotany wylacznie napigciem polary-
zacji k-tej elektrody @, (t) w punkcie r rozwazanego obszaru jako iloczyn czynnika ska-
lujqcego Du(t) oraz funkcji rozktadu fi(r)

Du(r,t) = Du(t) f(r) (A-9)

Funkcja rozktadu pola fi(r) stanowi w tym ujeciu niezalezny od czasu 1 tadunku przes-
trzennego czysto geometryczny czynnik i oznacza potencjal elektryczny w punkcie r wywo-
tany jednostkowym potencjatem k-tej elektrody, gdy wszystkie pozostate elektrody sa uzie-
mione, a fadunek przestrzenny usunigty z obszaru systemu.

W tym sposobie zapisu chwilowa warto$¢ potencjatu elektrycznego w punkcie r uwarun-
kowana napigciami polaryzacji elektrod przyjmie postac:

Qulrt) = Y. Dadt) f(r) (A-10)
Podstawicnic (A-10) do (A-7) daje
2 Pu® [Qu®- D aifir)] =0 (A-11)

k=1
gdzie fi(r;) jest wartoscia fi(r) na wspotrzednej wektora potozenia r = ri(t).

Réwnanie (A-11) musi by¢ spetnione dla dowolnych wartosci potencjatow D (t), wobec
czego wyrazenie w nawiasie kwadratowym réwnania (A-11) (niezalezne od potencjatu elek-
trody) musi si¢ zerowac dla wszystkich k elektrod. Ladunek indukowany na k-tej elek-
trodzie bgdzie wigc rowny

Qui(t) = - Z qi fi(ry) (A-12)

Jego pochodna wzgledem czasu okresla sktadowa pradu indukowanego w k-tej elektrodzie
przez poruszajace si¢ nosniki fadunku przestrzennego.

ik(t) = ‘2—? = - Z q; vi(t) ® grad fi(r;) (A-13)
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Oprocz niej pojawia si¢ druga sktadowa tego pradu pochodzaca od tadunku Q(t) induko-
wanego na k-tej elektrodzie wskutek pojemnosciowego sprzezenia z pozostaltymi elektroda-
mi o potencjalach zmieniajacych si¢ w czasie, przy czym

Qu(®) = [ &(r)e, grad Dyrot) o dS (A-14)

sk

Przyjecie—zgodnie z pierwotnym zalozeniem Ramo — stato$ci napie¢ polaryzujacych elek-
trody sprowadza t¢ sktadowa do zera. Catkowity prad indukowany w k-tej elektrodzie opi-
sany jest wowczas rownaniem (A-13).

Zauwazmy, ze gradient funkcji rozkladu potencjatu reprezentuje w istocie funkcje
rozktadu natgzenia pola elektrycznego Wi(r) generowanego wytacznie przez jednostkowe
napiecie polaryzacji k-tej elektrody, tj. przy uziemionych pozostatych elektrodach systemu
1 przy braku tadunku przestrzennego w objgtosci systemu. Rownanie (A-13) mozna
zatem przepisa¢ w postaci:

i(t) = ik(t) = z qi vi(t) ® Wi(r) (A-15)

Formuta wyprowadzona przez Ramo dotyczyla systemu z jednym tylko ruchomym elektro-
nem. Przypomnijmy jej oryginalne brzmienie.

i=evE, (A-16)

gdzie: e - tadunek elektronu, v - predkos¢ elektronu, za§ E, - sktadowa pola (zdefiniowa-
nego tak samo jak w przedstawionej wyzej analizie) na kierunek predkosci v.

W przypadku planarnego systemu dwuelektrodowego (jak np, ptaska komora jonizacyjna
lub planarny detektor potprzewodnikowy) o odlegtosci elektrod D funkcja rozktadu pola ma
wartos$¢ stata (nie zalezy od potozenia) i wynosi

1
Y(@) = — A-17
k(1) D (A-17)
wobec czego prad indukowany w elektrodzie odbiorczej przez pojedynczy (punktowy) tadu-

nek ruchomy Q, poruszajacy si¢ z predkoscia dryfu w(t) jest opisany rownaniem

0, w(t)

i = =

(A-18)

Z tej wlasnie postaci twierdzenia Ramo skorzystaliSmy przy wyznaczaniu ksztattu indu -
kowanego impulsu pradowego w detektorach potprzewodnikowych.
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