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Zamiast przedmowy

Idea tego opracowania pojawita sie dwa lata temu, kiedy to Wydziat Fizyki i Techniki Jadrowej wystapit z
inicjatywa utworzenia niestacjonarnych studiow, dedykowanych w pierwszym rzedzie osobom niepetnospraw-
nym, a opartych na przygotowanych przez nauczycieli akademickich Wydziatu materiatach dydaktycznych,
zamieszczonych w Internecie. Opracowany program studiéw (komputerowa fizyka techniczna) pozostal pro-
gramem wirtualnym — narazie nie znalazta sie odpowiednio liczna grupa zainteresowanych osob.
Jednoczes$nie powstata idea pewnej ,reformy” sposobu nauczania matematyki studentéw pierwszych dwoch
lat fizyki technicznej. Opracowany dziesie¢ lat temu przez PT Wyktadowcow z Wydziatu Matematyki Stoso-
wanej (gtéwnie pp. Kalinowski, Marczyk i Wozniak) znakomity program nauczania mial jedng niedoskonatosé
— w trakcie pierwszego semestr nasi studenci wystuchiwali szeSciu godzin wyktadu z matematyki i odbywali
sze$¢ godzin éwiczen rachunkowych z tego przedmiotu. Czesto spedzali wiec okoto 50% swoich ,,godzin kon-
taktowych” w tygodniu z jednym i tym samym Wyktadowca. Wtadze Wydziatu Fizyki i Techniki Jadrowej
AGH, w konsultacji z Samorzadem Studenckim, a takze przedstawicielami Wydziatu Matematyki Stosowanej,
postanowily powrocic¢ do tradycji wydzielenia z ogotu zagadnien matematycznych elementéw algebry wyzszej
i rachunku tensorowego oraz powierzy¢ ich nauczanie — zgodnie z tradycjg uniwersytecks — fizykom. Oczy-
wiscie, tego typu decyzja niesie za sobag zaréwno skutki pozytywne jak i negatywne. Fizyk nigdy nie potrafi
przedstawi¢ zagadnien matematycznych w sposéb tak doskonaty jak matematyk; apologie takiego posunigcia
stanowi jednak szansa uzmystowienia mtodym studentom fizyki adekwatnosci jezyka matematyki (algebry)
do konstrukeji pojeé czysto fizycznych. Utatwia to (mamy nadzieje) nauke obu przedmiotdw.

Zamieszczone na tej stronie materiaty to tre$¢ 30-godzinnego wyktadu, realizowanego w ciggu pierwszego
semestru. Poniewaz byty one poczatkowo pisane z dedykacja dla studentéw niestacjonarnych, dla ktorych
mialy stanowi¢ podstawe (prawie) samodzielnej nauki sa one do$é¢ (zbyt?) obszerne i z pewnoscia nie ce-
chuja sie zwieztoscia. Materialy te poddawane byly ,probie ogniowej” w trakcie pierwszego semestru roku
akademickiego 2000/20001 (pierwsza realizacja wyktadu)i ulegty — drobnym w gruncie rzeczy poprawkom
i modyfikacjom — w trakcie drugiej realizacji (semestr jesienny 20001/2) . Oprécz wykladu studenci maja
dwie godziny ¢wiczen, realizowanych pod opieka rowniez fizykéw. Wyobrazamy sobie, ze po tym semestrze
sam wyktad ulegnie pewnym modyfikacjom, a ponadto zostanie wzbogacony i obszerny zbiér probleméw
ilustrujacych poszczegdlne partie materiatu.

Autor opracowania wyraza wdziecznosé wszystkim osobom, ktérych zainteresowanie przedsiewzieciem i kon-
kretne uwagi pomogly mu w jego realizacji. W pierwszym rzedzie byli to pp. dr hab. Mariusz Wozniak (WMS)
i dr hab. Janusz Wolny (WFiTJ), a takze koledzy z Wydzialu Fizyki, wspotodpowiedzialni za realizacje wy-
ktadu i ¢wiczen: pp. dr hab Antoni Paja, dr Lucjan Pytlik, dr Wojciech Karas i mgr inz. Barttomiej Spisak.
Dziekuje takze wszystkim ,uzytkownikom” materiatow za zwrdcenie mi uwagi na kilka btedow edytorskich,
jak i — przede wszystkim — za dyskusje podczas wyktadu, ktore pomogty mi zrewidowaé pewne sformutowania.
Te ostatnie (dyskusje) oczywiscie jeszcze trwaja i mam nadzieje, ze beda w dalszym ciagu owocne. Bardzo
licze na dalszg wspotprace z osobami, ktore — intencjonalnie czy tez przypadkowo — zetkng sie z ta strong
WWW i | z gory dziekujac, prosze o uwagi: lenda@novell.ftj.agh.edu.pl.



Na zakonczenie wypadaltoby doda¢ kilka stow o literaturze przedmiotu. Tutaj sprawa jest nieco skomplikowa-
na. W polskiej tradycji nie utrwalita si¢ jeszcze tendencja (obserwowana zwlaszcza w Stanach Zjednoczonych)
pisania podrecznikéw z podstaw matematyki przeznaczonych dla studentéw kierunkéw $cistych (i technicz-
nych). Owszem, istnieja takie ksiazki — zwtaszcza dla studentéw fizyki ,uniwersyteckiej”, ale ich zasieg jest
stosunkowo niewielki, a forma nie do konica spéjna z programem ,naszego wyktadu” (pozycje spisu). Mnie oso-
biscie zachwycaja ksiazki pisane specjalnie dla fizykdéw i inzynieréw, a te sa niestety trudno dostepne. Ponizej
podaje dwie grupy podrecznikdéw: pierwsza, to ksigzki z ktérych korzystatem przy pisaniu tego opracowa-
nia; druga — ksiazki, w ktérych student z pewnoscia znajdzie wySmienitg pomoc w utrwaleniu i rozszerzeniu
wiadomosci prezentowanych na tej stronie WWW.

Skrypt zostal napisany przy pomocy edytora KTEX(IXTEX2¢), zawierajacego konwerter do formatu pdf (kon-
kretnie — pdfpIATEX). System KTEX’a jest idealny do pisania matematycznych tekstow. Osobiscie uwazam,
ze system TEXi ¥TEXto rewelacjal.

vi
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Rozdziat 1

Poczatki algebry

W stowniku wyrazéw obcych termin algebra definiowany jest jako: gataz matematyki, zajmujaca si¢ ogdlny-
mi prawami (twierdzeniami) dotyczacymi relacji istniejacych pomiedzy elementami pewnych zbioréw (liczb,
wektorow, itp.). Jezyk algebry jest jezykiem symbolicznym — zamiast méwi¢ o konkretnym elemencie zbioru
mowimy o jego ogdlnym ,reprezentancie”, ukrywajac go pod symbolem litery.

Algebra rozwijala sie jako nauka czysto ,uzytkowa”. Dlatego — mimo catego szacunku dla wspanialej struk-
tury dziet Euklidesa — mozemy nazwac grecka algebra geometryczng ten wtasnie spojny i logiczny fundament
matematyki, dotyczacy linii, odcinkow, powierzchni, itp. Z tej bowiem teorii wynikaja pewne reguty i kon-
kretne, praktyczne sposoby — na przyktad — obliczania pdl figur, wysokosci lub odlegtosci przedmiotow, albo
konstrukeji pewnych elementéw. Algebra beda tez dobrze nam znane wzory okreslajace pierwiastki rownania
kwadratowego poprzez wspotczynniki poszczegdlnych poteg zmiennej x wystepujacych w tym réwnaniu. Al-
gebra wektoréw nazwiemy wszystkie prawa okreslajace operacje dodawania (sktadania) i mnozenia wielkosci
wektorowych.

Sam wyraz algebra pojawil sie¢ w jezyku potocznym matematyki juz w wieku 13.; a jego zrodlostow jest
arabski. W 9. wieku, w kalifacie bagdadzkim dziatal matematyk Mohammed ib Musa al-Chowali$my, ktorego
dzieto o oryginalnym tytule Hisab al-dZaul w’almuqabalah, czyli ,Sposob taczenia i redukeji”, stato sie, w kilka
wiekdéw podzZniej, pierwszym ,nowozytnym” podrecznikiem algebry w Europie. Pod pojeciami wystepujacymi
w tytule kryty si¢ znane nam, proste operacje, jakich dokonujemy przy rozwiazywaniu rownan, na przyktad:

622 — 4z + 1 = 52° + 3 réwnanie wyjéciowe
622 +1 =522 +4x+3 taczenie
2% = 4x + 2 redukcja.

Z powyzszego wynika, ze ,taczenie” to po prostu przenoszenie ujemnych wyrazéw na druga strone¢ réwnania,
a ,redukcja” to — no wtasnie, redukowanie identycznych wyrazow, wystepujacych po obu stronach réwnania.
Przettumaczone w 13. wieku dzieto nosito tacinski tytut Liber Algebrae et Almucabola. O ile drugi termin nie
zagoécit w zargonie matematycznym, to pierwszy — tak. 1.

Ale algebra pojawita sie oczywiscie duzo, duzo wezesniej. Przeciez jezeli wytaczyé astronomie, to matematyka
jest z pewnoscig najstarsza i ,,0 najdtuzszym stazu” nauka uprawiang w dziejach ludzkosci. Mowi si¢ czasem,
7e matematyka powstala w starozytnej Grecji. Ale to nie jest prawda. Swiadkiem sam Arystoteles, ktory w
swojej Metaphysica napisat: Sztuki matematyczne powstaly w Egipcie, gdzie kaptani mieli wiele wolnego
czasu.” Co$ w tym jest. Stara cywilizacja Egiptu byta uzalezniona od Nilu — jego wylewow. Poniewaz kazdy
wylew mogt zatopi¢ (lub odstonié¢) kawatek ladu, a faraonowie bardzo wezesnie wynalezli podatki, problemem
numer 1 stato si¢ dos¢ doktadne wyznaczanie p6l powierzchni, aby sprawiedliwie podatki oblicza¢. Przy okazji
powstata i algebra — w postaci pewnych technik rachunkowych, potrzebnych do rozwiazywania konkretnych
problemow.

W potowie 19. wieku, mtody Szkot, p. Henry Rhind, podrézujac do Egiptu w celu poratowania zdrowia
zakupit w Luksorze papirus — tzw. papirus Rhind’a. Datowany na ca. 1650 p.Ch. jest do$¢ gruntownym i po-
prawnie skonstruowanym traktatem matematycznym. (Teraz — w British Museum). Podaje reguly (techniki)
mnozenia, operacji na utamkach, ale zawiera takze sporo probleméw, ktorych rozwigzanie wymaga zastoso-
wania ...no wtasnie, algebry. Na przyktad: Jezeli do pewnej wielkosci dodac jej siodma czes¢ dostajemy 19.
Jaka to wielkosé? N.B. metoda rozwiazania to stynna regula falsi. Mam réwnanie = + z/7 = 19, zakladam

'Nieco znieksztalcone nazwisko autora Al-Chowarizmi stato sie Zrédlostowem terminu algorytm



(btednie) xz = 7 (bo tatwo rachowaé: 7+ 7/7 = 8). Wynik — 8 zamiast 19 — jest wiec 19/8-razy za maly; przez
ten czynnik trzeba pomnozy¢ pierwotne (falszywe) zalozenie: x = 7 x %.

Sa tam i inne problemy: W kazdym z siedmiu doméw jest siedem kotéw; kazdy kot zabil siedem myszy;
kazda mysz potrafi zje$¢ siedem snopkéw zboza; w kazdym snopku jest siedem miar ziarna. Ile miar ziar-
na zaoszczedzity dzielne koty?” Ciekawostka jest fakt, ze w zaproponowanej metodzie rozwiazania mozna
dopatrzy¢ sie wzoru na . ..sume postepu geometrycznego!

Nie tylko cywilizacja starozytnego Egiptu radzita sobie $wietnie z catkiem niebanalnymi rachunkami. Na
glinianych tabliczkach, ktéry znalazty sie w ziemi babilonskiej cztery tysiace lat temu mozna znalez¢ przepisy
na rozwiazywanie juz rownan kwadratowych! Jest tam na przyktad taki problem: Do powierzchni kwadratu
dodatem dwie trzecie jego boku. Dostatem 35/60. Jaki jest bok kwadratu? (Dla nas fizykéw, jest to prawde
mowige kiepski przyktad — co za pomyst zeby dodawaé¢ pole do dtugosci, przeciez te wielkosci maja rozne
jednostkil!); 35/60 — bo Babiloniczycy postugiwali sie znakomitym systemem 60-tkowym. Réwnanie jednak
mozna zapisac:

3760
Do problemu jest dotaczona instrukcja — jak znalezé rozwiazanie. Jest to — doktadnie | — wzdr” (a raczej

przepis) na pierwiastek réwnania kwadratowego!

Inny babilofiski problem: dany jest obwdd prostokata a = 2(x + ) i jego pole b = xy. Jakie sa boki z iy 7 I
ten problem sprowadza sie do rownania drugiego stopnia!

A inne stare cywilizacje? W Chinach, w roku 213 p.Ch. (dynastia Ch’in) cesarz nakazal spalenie ksiazek. Ale
cos zostato. Znane jest na przyktad dzieto Dziewie¢ Rozdzialow Sztuki Matematycznej, obszerna kompilacja,
napisana przez kilku autorow, prawdopodobnie w okresie podobnym do powstania Elementow Euklidesa, a
wigc w pierwszej potowie 3. wieku przed Chrystusem. Oryginaly ulegly spaleniu, ale znane sa fragmenty
dzieta, zachowane i uzupetniane przed pozniejszych matematykow. Wersja najbardziej kompletna pochodzi z
3. wieku, ale juz po Chrystusie. Dla rozpoczynajacych nauke algebry warto przytoczy¢ jeden z problemow:
Ziarno moze byé w jednym z trzech gatunkow. Po mltocce uzyskano 3 worki gatunku pierwszego, 2 worki
gatunku drugiego i jeden worek gatunku trzeciego. W sumie objeto$é calego ziarna wyniosta 39 du (jednostka).
Dwa worki ziarna pierwszego gatunku, trzy drugiego i jeden trzeciego majq objetosé 34 du. A jeden worek
pierwszeqo gatunku, dwa drugiego i trzy trzeciego to 26 du. Ile du zawiera worek kazdego z trzech gatunkéw?
Innymi stowy mamy do rozwigzania uktad rownan:

3x+2y+z = 39
2v+3y+2z = 34
r+2y+3z2 = 26.

A wiec przed Grekami byto wielu biegtych matematykéw. Skad inad, w starozytnej Grecji, a méwiac doktad-
niej — w basenie Morza Srédziemnego — w trzecim i czwartym wieku przed Chrystusem matematyka miata
si¢ rzeczywiscie znakomicie, a algebra — nie najgorzej. We wspomnianych juz FElementach Fuklidesa mozna
znalez¢ wiele probleméw par excellence algebraicznych, rozwigzanych przy pomocy metod ... czysto geome-
trycznych. Mozna zaryzykowaé przypuszczenie, ze starozytnym Grekom tatwiej byto przeprowadzaé pewne
rozumowania odniesione do ,rzeczywistych” sytuacji, niz atakowaé¢ bezposrednio (nieco bardziej abstrakcyj-
ne) problemy czysto rachunkowe. Inaczej méwiac, zamiast liczb Euklides wolal mie¢ zawsze do czynienia z
odcinkami. Zamiast mowic o iloczynie ab Euklides méwil o prostokacie zbudowanym na odcinkach AB = a i

C
ab b al a
A a B A a B

Rysunek 1.1: Iloczyn ab dwoch liczb i kwadrat a?.

BC = b. Zamiast o kwadracie a? o ,prawdziwym” kwadracie o krawedzi AB (por. Rys. 1.1). Konsekwentnie,



znany nam dobrze wzor uproszczonego mnozenia (najprostszy przypadek dwumianu Newtona)
(a+b)* = a® + 2ab + b*

mial swoja geometryczna interpretacje w takiej postaci jak na rysunku 1.2. W drugiej ksiedze ,Elementow”,

a b

b ab b2

Rysunek 1.2: Kwadrat dwumianu a + b w jezyku geometrii.

tzw. propozycja czwarta brzmi: Jezeli podzieli¢ odcinek na dwie czesci, to kwadrat zbudowany na catym odcin-
ku jest rowny sumie dwoch kwadratow, zbudowanych na kazdej z powstatych czesci i podwojonego prostokgta
zbudowanego z obu odcinkow.
To sprytne, chociaz proste. Ale sg i inne, ciekawsze przykitady. Na przykitad, rownanie pierwszego stopnia
(niewiadoma z)

ar = be

traktowano jako réwnosé powierzchni az i be. Grecy konstruowali najpierw — por. Rys. 1.3 — prostokat ABC'D,
nastepnie przedtuzali bok B A i odktadali na tym przedtuzeniu odcinek a. Prowadzac prosta £ D, otrzymujemy
— na przecieciu tej prostej z przedtuzeniem boku BC — odcinek x, jako odcinek C'F'. Rzeczywiscie, pola dwoch
trojkatow FHF i EBF sa rowne, a po odrzuceniu z duzych tréjkatéw dwoch par mniejszych (EAD i EKD
oraz DCF i DGF) pozostaja dwa prostokaty (KDGH i ABCD) o réwnych polach. Réwnanie pierwszego
stopnia to znowu dosé¢ trywialny przykiad (chociaz ilustracja geometryczna jest ciekawsza). A rownanie
kwadratowe? Kazde rownanie kwadratowe mozna przeksztatci¢ do jednej z trzech postaci:

z(x +a) = b7, z(z —a) = b, z(a —x) = b, (1-1)
a z kolei kazda z nich moze zosta¢ przetozona na jezyk powierzchni. Na przyktad, trzecia postaé
2+ =ax

to konstrukcja zilustrowana na Rys. 1.4. Na odcinku AB = a odktadamy prostokat AQFG o powierzchni
réwnej b%, tak aby powstata figura QBFL byla kwadratem; pole QBLF réwne jest 22. A jak to zrobié?
Euklides podaje dokladnie przepis: w srodku odcinka AB, w punkcie P wystaw prostopadty odcinek PE
o dlugosci b; nastepnie narysuj okrag o srodku w E i promieniu a/2 (Rys. 1.5). Punkt przeciecia okregu z
odcinkiem AB to punkt @, przy czym

(AQ)(@B) = (PE)*. (1-2)
Wida¢, ze wystarczy juz tylko potozy¢ QB = x i spelnione jest trzecie rownanie 1-1. Uzasadnienie rownosci
1-2 nie jest takie trywialne. Trzeba zbudowaé (por. Rys. 1.6) prostokat ABLG o bokach a i x = @B, dorzucié
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bc ¢
D
' K C
2
ax X
H G F

Rysunek 1.3: Geometryczna metoda rozwiazywania rownania pierwszego stopnia.

b? x?2

G Yy F X L

Rysunek 1.4: Geometryczny zapis réwnania 22 + b = ax.

a-—-x
A P Q x B
X
L
G H F
a/2
C K D

Rysunek 1.6: Uzasadnienie wzoru 1-2.

kwadraty PBDC' i QBLF zbudowane na bokach PB = a/2 i QB = x: Nastepnie wypada zauwazy¢, ze w



jezyku pol:
AQFG+ HFKC = (APHG+ PQFH)+ HFKC
= PBLH +FLDK + HFKC = (PB)?

Ale prostokat AQFG ma pole (AQ)(QF) = (AQ)(QB); kwadrat HFKC = (PQ)?. Czyli

(AQ)(@B) + (PQ)* = (PB)?,

albo

(AQ)(QB) = (PB)* - (PQ)* = (PE)’
(uktony od Pitagorasa). Dla tych, ktorzy sa ciekawi swoich mozliwosci proponuje rozwiazaé¢ drugie réwnanie
z trojki 1-1. Jezeli sa klopoty, to pewna wskazowke (rysunki analogiczne do przed chwila prezentowanych)
mozna znalezé na Rys. 1.7. Warto tylko zauwazy¢, ze jezeli b = a? to nasze réwnanie (z + a)r = a® to nic

A a B x Q
ax x?
F H K
¥
E
L
\
1\
bl
i
a/’? al’l x "‘
A P B Q
A P a/2 B x Q
x
H
F G
a’l + x
C L D

Rysunek 1.7: Pomocnicze rysunki do réwnania 22 + ax = b?.

innego jak ztoty podziat odcinka, o dtugosci z+a  na dwie czesci: x 1 a, z ktérych dhuzsza (a) jest odcinkiem
$rednim proporcjonalnym pomiedzy krétsza (z) i calym odcinkiem. O ztotym podziale odcinka mozna duzo
opowiadac. Jezeli interesuje Cie wprowadzenie w te materie to [Klikni] tutaj]

Te geometryczne przepisy Euklidesa to nic innego jak translacja wzoréw babilonskich rachmistrzow, stuzacych
do znajdywania pierwiastkow réwnania kwadratowego, na jezyk odcinkéw i pél figur przy ich pomocy kon-
struowanych. Ale ,przy okazji” ujawnia sie wazna réznica: konstrukcja geometryczna jest zawsze mozliwa do
wykonania, podczas gdy obliczenia algebraiczne wymagajg — predzej czy pozniej — wyciggniecia pierwiastka.
A to ostatnie bardzo czesto nie jest mozliwe, jezeli mamy do czynienia z liczbami niewymiernymi!
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Powréémy do kalifatu bagdadzkiego. Sam Al-Chowarizmi ,czerpal pelnymi garsciami” z do$wiadczen swo-
ich poprzednikow. Jego analiza problemu réwnania kwadratowego przypomina w duzym stopniu podejscie
geometryczne Fuklidesa, chociaz jest juz ona nieco bardziej abstrakcyjna. Podejscie to

— dotyczace rownania 22 + 10z = 39 —

zilustrowane jest Rys. 1.8: kwadrat o powierzchni z? (nieznanym boku x) uzupeliamy czterema prostokatami.

2,5x

L]
><N
>

r

2.5x
2,5x

Rysunek 1.8: Réwnanie 22 + 10z = 39.

Kazdy z nich ma jeden z bokéw réowny x, a drugi — 2,5; a wiec pole réwne 2,5 x. Taki kwadrat + cztery
prostokaty to 22 + 10z; teraz dodajemy cztery kwadraciki o polach réwnych 2,5 x 2,5 = 6,25 — powstaje
nowy kwadrat o boku: 2,5+ z + 2,5 = x + 5. Krotko méwiac:

(x+5)* =2 +4x2,5r+4x6,25 = 2%+ 10z + 25.
Ale 22 + 10z = 39. Tak wiec:
22 + 10z + 25 = 39 + 25 = 64,
a wiec z + 5 = 8, x = 3. Konstrukcja geometryczna spetnia role pomocnicza; w tekscie Liber algebrae . ..
mozna doszukaé sie bardziej ogdlnego algorytmu. Jezeli startujemy z rownania o ogdélnej postaci
2® +pr=gq
2
to utworzenie petnego kwadratu po lewej stronie wymaga dodania (do obu stron) wyrazu 4 (Z) = p?/4:

2 2
2 r_ p~
:U~|—p:lc+4 q+4,

albo



A 7z tego wynika juz

r=1/q+ (p/2)? —p/2

wzér na pierwiastek réwnania kwadratowego (a raczej przepis znajdowania jednego (!) pierwiastka) zupehie
nam znajomy.

Warto dodaé, ze Al-Chowarizmi nie poprzestal na jednej tylko ilustracji; podaje on jeszcze jedna konstrukcje
geometryczng. w ktorej zamiast czterech prostokatéw mamy dwa, a zamiast czterech kwadracikow jeden:
(Rys. 1.9). Arabscy matematycy dzialajacy w wiekach X—XII (czasy rozkwitu arabskich kalifatéw) dokonali

10/2 (10/2)x

X x2

P —— i —
X

Rysunek 1.9: Réwnanie z? + 10x = 39 inaczej.

naprawde imponujacej pracy. Nie tylko zebrali (skompilowali), usystematyzowali i ... przekazali europejskie;j
cywilizacji cala spuscizne matematyczna Grecji, Bliskiego Wschodu, Egiptu i Azji (Indie!), ale i sami uzyskali
caly szereg oryginalnych wynikéw. I tak, poniewaz przy rozwigzywaniu réwnan kwadratowych postugiwali sie
geometria raczej jako ilustracja, a nie metoda konstrukeyjna, potrafili dostrzec (i przyjaé!) liczby niewymierne.
Ba, taki Abt Kamil (ca. 850-930) nie mial zadnych komplekséw w obliczaniu takich wyrazen jak:

VI VE=\9—44+2/9 4= .1,

W powyzszym wzorze wykorzystana jest oczywista rownosé:

VatvVb=va+b+2va-b,

chociaz powyzszego wzoru w Ksiedze algebry Abu Kamil’a ze swieca w reku szukac.

Zamiast tego, jest pelny, werbalny opis postepowania, dla konkretnych wartosci a i b.

Ten sam Abti Kamil proponuje zadanko:

Podziel 10 na dwie czesci, tak aby jezeli jedng z nich podzielimy przez drugg, a do wyniku dodamy wynik
dzielenia drugiej przez pierwszg, to otrzymamy 4%.

Problem mozna zapisa¢ w postaci dwoch prostych réownan; jedno z nich bedzie réwnaniem drugiego stop-
nia.Abt Kamil wprowadza jednak ...trzecig niewiadomg. Zaktada

r = H—z

y = d+z
a warunek na sume dwoch ilorazéw (sprawdz koteczku) staje sie prosciutkim (choé drugiego stopnia) réwna-
niem dla wyznaczenia niewiadomej z (22 = 9). Reszta juz prosta...

Tak byto w czasach starych. A czy mozna powiedzie¢ co$ o algebrze w czasach mniej starozytnych? Prze-
Sledzenie rozwoju tej gatezi matematyki wykracza poza ramy tej strony. W (bardzo) telegraficznym skrocie
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wypada wspomnie¢ o dziatajacym w 12. wieku Pizanczyku Leonardo , francuskim matematyku
Viete, ktory byt jednym z pierwszych matematykow uzywajacych catkiem juz wspoétczesnej notacji algebra-
icznej (pamietasz wzory Viete’a?). W siedemnastym wieku problemami algebry, w kontekscie gtéwnie ogélne;
teorii rownan algebraicznych, zajmowali sie tacy giganci nauki jak Kartezjusz, Newton, d’Alembert i Lagran-
ge. W wieku 18. Cramer i Laplace rozwineli rachunek wyznacznikow. Na przetomie 18. i 19. wieku pojawia
sie Princeps Mathematicorum — , ktérego zwiazek z algebra to teoria liczb zespolonych, a takze
podstawowe twierdzenie algebry (o istnieniu pierwiastkéw réwnania n-tego stopnia).

Wiek 19. to burzliwy rozwdj teorii struktur algebraicznych: ciat, grup, ideatéw i innych uktadéw o duzym
stopniu ,ztozonosci”. Francuz Gallois, Niemcy Kummer, Kronecker, kolejni Francuzi: Jordan i Cauchy, Nor-
weg Lie. Pojawia si¢ termin algebra liniowa, ktorej fundamenty buduja Anglicy Sylvester i Cayley. W drugie;j
polowie 19. wieku najwazniejsze nazwiska to Niemcy: Hurwitz (algebra wielomianéw)i Noether (geometria
algebraiczna). Warto poszukaé kazdego z wymienionych nazwisk, przeczytaé o dokonaniach ich wtascicieli
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Rozdziatl 2

Pojecie odwzorowania liniowego

Algebra, ktérg poznaje student pierwszych lat uczelni technicznej, lub uniwersyteckiego wydzialu nauk Sci-
stych nosi zwykle przydomek algebry liniowej. Dlatego tez w tym krétkim wstepie dotyczacym prapoczatkow
warto okresli¢ co rozumiemy pod takim wtasnie pojeciem, tym bardziej, ze termin ,liniowy” moze mieé¢
nieco inne, mylace konotacje. W naszym przypadku, bedziemy méwié¢ o ,odwzorowaniach liniowych”, czyli
o odwzorowaniach posiadajacych wtasnosé liniowosci. Samo odwzorowanie mozemy traktowac jako proces,
zachodzaca wedlug schematu:

,,, broces ”
,co8” — _inne cos”.

Zamiast nieco kolokwialnie ,cos” czytelnik moze podstawi¢ np. ,wejscie” (element wejsciowy) i ,wyjscie”
(element wyjsciowy), lub ,sygnal” i  odpowied?”. Nasuwajacym sie natychmiast przyktadem odwzorowa-
nia jest funkcja y = f(z) — odwzorowanie, przyporzadkowujace kazdemu elementowi zbioru X (dziedziny
funkcji) pewien element zbioru Y. Ale nie musimy siega¢ do przyktadéw az tak sformalizowanych. Odwzo-
rowaniem bedzie tez np. ilos¢ pieniedzy, jakie nam przyjdzie zaplacié¢ za okreslong ilosé (mase) okreslonego
(tzn. majacego pewna ,cene jednostkowa”) produktu, albo — co$ bardziej skomplikowanego — wartosci pradéw
(,odpowiedz”) ptynacych w poszczegblnych partiach obwodu elektrycznego w zaleznosci od jego struktury i
sit elektromotorycznych (,sygnal”).

Wtasnos¢é liniowosci jest matematycznym ujeciem dosé tatwych do zaakceptowania poje¢ proporcjonalnosci
wskutku” do ,przyczyny”, a takze prostego sumowania sie (addytywnosci) skutkéw wywolywanych przez
rézne przyczyny. Innymi stowy: jezeli x odwzorowuje sie na y i dwie przyczyny x1, ro powoduja skutki v, ys,
to znaczy

1 — Y1, T2 — Yo,

to
ki1 + koo — kyyr + kayo,

gdzie ky, ko to pewne liczby. W dalszym ciagu wyktadu bedziemy wielokrotnie wracac¢ do pojecia liniowosci, ale
tu — na poczatku — warto zwréoci¢ uwage czytelnika na fakt, ze znana nam dobrze funkcja liniowa: y = ax + b,
reprezentujgca réwnanie linii prostej na plaszczyznie zy, nie przedstawia sobg — w ogdélnym przypadku —
odwzorowania liniowego. Jest to logiczne: jezeli x traktowaé jako ,przyczyne” a y — jako skutek, to nasze
odwzorowanie traktowane jako proces powinno dawaé zerowy ,skutek” (y = 0) jezeli na wejsciu ,nic sie nie
dzieje” (x = 0). Tak jednak bedzie tylko wtedy, jezeli b = 0, a wiec nasza prosta przechodzi przez poczatek
uktadu. Jednoczesnie jednak, okreslenie ,uklad réwnan liniowych” (o ktérym mowa bedzie w nastepnym
punkcie) wiaze sie wtasnie z pojeciem linii prostej na ptaszczyznie.

Termin ,liniowy” stanowi czesto atrybut pewnego operatora. Takim operatorem jest na przyktad operator
pochodnej. Mamy bowiem — dla pochodnej pierwszego rzedu —

d i,
T {af(@) + g@)} = ah+ 55,

(f(z) i g(x) — dowolne funkcje; o i 3 — state.) Podobnie dla pochodnej n-tego rzedu.
Waznym pojeciem bedzie tez kombinacja liniowa elementéw nalezacych do pewnego zbioru (np. wektoréw).
Kombinacja liniowa V' uktadu n elementéw Vi, V5, ...,V to

V:Cllvi‘i‘aQ‘/Q +-'-+anvn7
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gdzie ay, as, . ..,a, — dowolne stale.

Algebra liniowa dla potrzeb poczatkujacego uzytkownika matematyki w zastosowaniach fizycznych i technicz-
nych ma za zadanie dostarczy¢ mu dwa podstawowe narzedzia: (1) metody rozwiazywania ukladéow réwnan
liniowych, oraz (2) prawa transformacji wielko$ci wektorowych, wyrazanych w réznych uktadach wspétrzed-
nych. (Znajomosé¢ algebry wektoréw jest niestychanie potrzebna dla omawiania wszystkich probleméw fizyki.)
Oba te narzedzia oparte sa na rachunku macierzowym. Dlatego podstawowy wyktad z algebry zaczyna sie
czesto od definicji macierzy i podstawowych operacji na tych wielko$ciach. Latwiej nam bedzie méwié o macier-
zach i dokonywanych na nich (przy ich pomocy) operacjach jezeli skojarzymy je z konkretnym zagadnieniem
— mianowicie uktadami rownan liniowych. Caty czas bedziemy jednak pamigtac, ze sg one wielce pomocne w
przedstawianiu i rozwigzywaniu zagadnien zwigzanych z rachunkiem wektorowym, dlatego nastepnym zagad-
nieniem ktére bedziemy omawia¢ bedzie algebra wektorow. Okaze sie przy tym, ze w opisie pewnych operacji
dokonywanych na wektorach okazg sie bardzo pomocne liczby zespolone, o ktorych méwié bedziemy w nastep-
nej kolejnosci. Dopiero po tym wstepie na dobre zajmiemy si¢ macierzami oraz bardziej abstrakcyjng algebra
przestrzeni wektorowych. Zauwazmy w tym momencie, ze rachunek macierzowy — podstawowe narzedzie al-
gebry — ma znacznie szersze i gtebsze aspekty. I tak na przyktad, fundament nowoczesnej fizyki, mechanika
kwantowa zostala sama zbudowana na ,fundamencie” rachunku macierzowego. Wystepujace w niej wielkosci
opisujace stan uktadéw fizycznych (w mikroswiecie czasteczki, atomu czy jadra atomowego) sa macierzami.
Macierzami sg tez wielkosci fizyczne, takie jak energia kinetyczna, moment pedu, itp. Nic wiec dziwnego, ze
mechanika kwantowa w pierwszych dekadach swego rozwoju nazywata si¢ mechanikyg macierzows.
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Rozdziat 3

Uktady liniowych réwnan; metoda Gaussa;
wyznaczniki

3.1 Uklad réwnan liniowych

Uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych zapisujemy w ogdlnej postaci

a1 + Q1272 + ...+ a1, = bl,
a91T1 + Q29T + ... 4+ ag,r, = bg,
+ ... + ... + ... = ..., (3-1)
Um-11T1 + Qmo12T2 + ... + Quo1aZn = bipm-i,
1T +  ApaTo + .+ G, = bp.
Wielkosci x;, i = 1,...,n to (szukane) niewiadome; wspétezynniki ag;, & = 1,2,...,m, i = 1,2,...,n to
(znane) wielkosci liczbowe. State (okreslone) b;; @ = 1,2,...,m nazywamy wyrazami wolnymi lub niejedno-

rodnosciami réwnan. Jezeli wszystkie te stale sg rowne zeru uktad nazywamy uktadem réwnan jednorodnych,
lub — w skrocie — uktadem jednorodnym. Dodajmy, ze tym przypadku okreslenie ,liniowy” zwiazane jest (por.
poprzedni rozdzial) z réwnaniem opisujacym linie prosta — niewiadome wystepuja tylko w pierwszej potedze
i nie moga by¢ pomnozone przez siebie. Konkretnie — najprostszy uktad réwnan:

anry + apre = by,

3-2
a1 + Qnry = b (3-2)

to rownania dwoch prostych (na plaszczyznie Ozyxs); szukane rozwiazanie to — w zasadzie — wspolrzedne
punktu ich przeciecia.

Rozwiazaniem uktadu 3-1 jest zbior n liczb: kq, ko, . . ., k,, ktore podstawione za z-y do uktadu (z; = k;; =
1,...,n) sprawiaja, ze kazde z réwnan uktadu staje sie tozsamoscia. Podkreslmy, ze rozwiazanie uktadu to
zbior n liczb.

Uktad 3-1 moze nie mie¢ rozwiazan, moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan, lub moze mie¢ jednoznaczne
rozwiazanie — n wielkosci x1, ..., x, dla ktérych m (w tym przypadku m = n — patrz nizej) réwnan staje si¢
rownosciami typu: lewa strona = prawa strona. Latwo to zrozumie¢, poshugujac sie wspomnianym powyzej
(réwn. 3-2) przykladem dwoch prostych: moga one przecinaé sie w jednym punkcie (jednoznaczne rozwia-
zanie), moga by¢ do siebie réwnolegte (brak rozwigzan), moga wreszcie pokrywaé sie (nieskonczenie wiele
rozwiazan — kazdy punkt jednej z prostych nalezy do drugiej).

Od czego zalezy taki a nie inny charakter rozwigzania? Uktad 3-1 to n pytan x; =7, ¢ = 1,...,n — udzielenie
jednoznacznej odpowiedzi na wszystkie pytania wymaga n niezaleznych (to znaczy: nie powtarzajacych sie!) i
nie sprzecznych informacji. Dla jednoznacznego charakteru rozwigzania warunkiem koniecznym bedzie n = m,
chociaz nie jest to warunek wystarczajacy. Moga by¢ bowiem informacje powtarzajgce sie: na przyktad uktad,
cytowany 250 lat temu przez Leonarda Fulera::

3r—2y = 5, }

4y — 6z = -—10. (3-3)

Rozwiazujac ten uktad tradycyjna metoda podstawienia dostajemy

r=a, y=(3a—0>5)/2.
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co oznacza, ze rozwigzaniem uktadu jest para: dowolna stata a i (3a—>5)/2. Uktad jest uktadem nieoznaczonym.
Jego ,,nieoznaczono$¢” — nieskonczona liczba mozliwych rozwigzan — jest skutkiem pewnej fikeji. ,,Uktad” 3-3
jest tylko formalnie uktadem dwdch réwnan z dwoma niewiadomymi. Drugie réwnanie powstato z pierwszego
w wyniku pomnozenia go przez —2. Takie rownanie nie wnosi nowej informacji o stosunkach, jakie musza
zachodzi¢ pomiedzy zmiennymi, tylko powiela informacje z pierwszego rownania. Méwimy, ze oba réwnania
sa liniowo zaleine (por. 6.2).

Mozemy tez mie¢ do czynienia z uktadem sprzecznym:

3r+y = T,
6z + 2y 35.

Nie ma on rozwigzan. Dwa réwnania — dwie niezalezne informacje o x i y sa wyraznie sprzeczne.

Wreszcie uktad dwoch réwnan
2x 1+ Ty = 7,
TrT — 3.%'2 = =2

ma jednoznaczne rozwiazanie — dwie niewiadome x1 1 x5 sa réwne 19/7 1 11/7 (mozesz to sprawdzié¢ stosujac
znane Ci standardowe metody, np. metode podstawiania). Uktad taki nazywamy ukladem niesprzecznym i
02naczonym.

Macierze

Wspétezynniki a;,, wystepujace po lewej stronie réwnan uktadu 3-1 mozna uporzadkowaé¢ w formie tablicy,
albo macierzy:

a1 a2 ... QA ... Qip
agy Q92 ... A9k ... Q9p
=A. (3-5)
ap Qi ... QA ... Qp
Am1 Am2 ... AQmk .. Qmn

Macierz A ma m wierszy — indeks (wskaznik) wiersza to pierwszy ze wskaznikéw wspotezynnikéw ay oraz n
kolumn — indeks (wskaznik) kolumny to drugi ze wskaznikéw wspotezynnikow ay. Jezeli m = n (zazwyczaj
najbardziej interesujacy nas przypadek!) to macierz nazywamy macierzq kwadratowg stopnia n.

Algebra macierzy to tre$¢ rozdzialow nastepnych (praktycznie od szostego wzwyz). Tutaj wprowadzmy tylko
pojecie macierzy transponowanej AT (w stosunku do danej macierzy A). Jest to macierz w ktérej wiersze
zostaly wymienione (transponowane) z kolumnami i vice versa:

ay; a1 ... A1 ... Q1
Q12 @22 ... Q2 ... (m2
AT = (3-6)
ay agr ... QA ... Qmk
A1p A2y, ... QA .. Qmn

W odniesieniu do elementéow macierzowych transpozycja oznacza:

ajf =an;  k=1,....m; i=1..n (3-7)

3.2 Metoda Gaussa

Uktad rownan mozna rozwiazywaé¢ metoda podstawienia. Jej formalne ,juogélnienie” to tzw. metoda Gaussa.
Zanim przesledzimy jej schemat zastanéwmy sie, jakich operacji mozemy dokonywaé na réwnaniach tworza-
cych uktad, aby jego charakter nie ulegt zmianie. Po pierwsze, na pewno mozna uszeregowaé nasze m rownan
w dowolnej kolejnosci. Jezeli chodzi o operacje matematyczne, to obie strony kazdego z réwnan mozemy
mnozy¢ przez rézng od zera liczbe, do obu stron mozemy dodawaé¢ (odejmowac) te same liczby. A poniewaz
traktujemy a priori réwnania jako tozsamosci (po podstawieniu za x; rozwiazania uktadu — por. wyzej) od
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obu stron kazdego z rownan mozemy na przyktad odja¢ odpowiednie strony innego rownania, przemnozone
przez pewna liczbe. Powstajacy — w wyniku zastosowania takich operacji — uktad nazywamy ukladem réwnan
liniowych réwnowaznym wyjsciowemu uktadowi (albo krétko: oba uktady nazywamy réwnowaznymi). Metoda
Gaussa opiera si¢ wladnie na sukcesywnym zastepowaniu wyjsciowego uktadu réwnan uktadem réwnowaznym.
Schemat metody Gaussa przedstawiamy w formie przyktadu.

Przyklad 3.1 Do rozwigzania mamy uktad réwnan:

3 + 2y + =z = 11,
20 + 3y + 2z = 13, (3-8)
r + y + 4z = 12.

Metoda Gaussa, w swojej najprostszej wersji, sprowadza sie do sukcesywnej eliminacji niewiadomych z ko-
lejnych réwnan, metoda podstawienia. W tym celu dzielimy obie strony rownan tworzacych uktad 3-8 przez
wspotezynniki z-a:

r +

y + 32 = §

z = 1 (3-9)

W Wi
NI Wl

r + 3y +
r + vy + 4z = 12

i podstawiamy w drugim i trzecim za x z pierwszego (odejmujemy stronami pierwsze od drugiego i trzeciego):

r + %y + %z = 13—1,
5 1 _ 17
Yt % = % (3-10)
1 11 . 25
3 + EZ = 3

Zmienna x znikneta z drugiego i trzeciego réwnania. Powtarzamy procedure w odniesieniu do réwnania
drugiego i trzeciego: dzielimy przez wspotczynniki przy y

x+§y—|—

w
I
\

y + = (3-11)

U= W
N
I

i podstawiamy w trzecim za y z drugiego:

T + %y + %z = %,
y + 1z = &, (3-12)
z = 2

Jedna niewiadoma jest juz okreslona — z = 2. Drugie réwnanie uktadu 3-12 stuzy do wyliczenia drugie;j
niewiadomej: y = 17/5 — z/5 = 3, a pierwsze — do wyliczenia z-a: + = 11/3 — 2y/3 — z/3 = 1.
Zauwazmy, ze metoda eliminacji Gaussa sprowadza wyjéciowg macierz uktadu réwnan 3-9

3 21
2 31 (3-13)
11 4
do tzw. postaci trojkatnej (por. 3-12)
2 1
15 3
01 1 (3-14)
0 0 1

Istniejg liczne warianty metody Gaussa, w tym metoda Gaussa-Jordana, ktora od metody Gaussa rézni sie
tym, ze kazde ,nowe” rownanie stuzy do wyeliminowania kolejnej nie tylko z nastepnych, ale takze poprzednich
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rownan. I tak drugie rownanie uktadu 3-11 stuzy do wyeliminowania y-a nie tylko z trzeciego, ale i pierwszego;
wowcezas trzecie rOwnanie wykorzystywane jest do eliminacji z-a z pierwszego i drugiego réwnania. Uktad
przybiera posta¢ bedaca jednoczesnie rozwigzaniem:

T =1
y = 3 (3-15)
z = 2.

Do metody eliminacji Gaussa powrdcimy jeszcze w rozdziale szoéstym (uktady réwnan) i si6ddmym (konstrukeja
macierzy odwrotnej).

Podany powyzej przyktad to scenariusz w petni ,pozytywny”; uzyskaliSmy jednoznaczne rozwiazanie uktadu.
A inne, mniej pozytywne scenariusze?

Przyktad 3.2 Wezmy uktad

rT — 51’2 — 81’3 + Ty = 3,
3:1]1 + Ty — 3.7?3 — 533‘4 = 1,

T — 7133 + 2$4 = —5, (3-16)
111‘2 + 201’3 - 93174 = 2.

Cztery niewiadome i cztery rownania. Zastosowanie metody Gaussa przeksztalca wyjsciowg macierz wspot-
czynnikow a;, uzupetniong o kolumne wyrazow wolnych b; wedtug schematu:

1 =5 -8 1 3 1 =5 =8 1 3
3 1 -3 =5 L 0 16 21 -8 | -8
1 0 -7 2|5 0 5 1 1]|-8
0 11 20 -9 2 0 11 20 -9 2
1 -5 -8 1 3 1 -5 -8 1 3
. 0 -89 0 —29 | 160 . 0 -89 0 —29 | 160
0 5 1 1| -8 0 5 1 11 -8
0 —89 0 —29 | 162 0 0 0 0 2
Ostatnia linijka to
0=2

otrzymalismy sprzecznos¢ — nasz uktad jest uktadem sprzecznym.

Przyklad 3.3 Ostatni scenariusz:

4ry + x9 — 3x3 — x4 = 0,
2%1 + 3372 + r3 — 511)4 = O, (3-17)
rT — 2%2 — 21’3 + 3![’4 = 0.

Uktad jest uktadem jednorodnym — cztery niewiadome i tylko trzy réwnania. Poniewaz liczba rownan jest
mniejsza od liczby niewiadomych bedzie to uktad nieoznaczony. Wystarczy przeksztatca¢ sama wyjsciowa
macierz wspotczynnikow agy:

4 1 -3 -1 0O 9 5 —13 0o 2 0 =2
2 3 1 -5|(—=10 7 5 ~-11|—=|0 7 5 —11
1 -2 -2 3 1 -2 -2 3 1 -2 =2 3

Nowy (réwnowazny!) uktad to

229 - 24 = 0,
71‘2 + 5?[73 — 111’4 == O, (3—18)
rr — 21132 — 21’3 + 31’4 = 0.
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W takiej sytuacji jedng z niewiadomych — x5 lub x4 — musimy przyja¢ dowolnie; na przyktad, ktadac x4 = «a.

Pierwsze réwnanie uktadu 3-18 daje o = «; drugie — 23 = %04; trzecie — 1 = %a.

Czy mozemy mie¢ do czynienia z ukladem réwnan, w ktérym liczba niezaleznych i nie sprzecznych réownan jest
wieksza od liczby niewiadomych n? 7 algebraicznego punktu widzenia nie ma to sensu; ale sytuacje taka spotykamy
— i to bardzo czesto — w tzw. metodzie regresji liniowej. Nie nalezy to jednak do tematu tego wykladu, a raczej do
wykladu ze statystycznych metod opracowywania danych pomiarowych.

W punkcie 6.6 podajac podsumowanie metod rozwigzywania uktadéw réwnan okreslimy reguty, ktore pozwa-
laja zidentyfikowaé z jakimi typami uktadéw (i ich rozwiazan) mamy do czynienia.

3.3 Wyznacznik drugiego i trzeciego stopnia

Zaprezentowana metoda Gaussa jest prosta, skuteczna i dobrze nadaje sie do wykorzystania w kompute-
rowych algorytmach obliczeniowych. Jej podstawowa wada jest to, ze a priori nie potrafimy okresli¢ z ja-
kim typem uktadu (sprzecznym /niesprzecznym; oznaczonym/nieoznaczonym) mamy do czynienia. Dlatego
,obok” metody Gaussa powstalta bardziej formalna teoria uktadéw réwnan liniowych. Zanim sformutujemy
ja w sposob bardziej ogblny, przesledZzmy raz jeszcze najprostszy i najciekawszy scenariusz: oznaczony uktad
dwdbch rownan i zawierajacych dwie niewiadome:

ax; + appre = by,
a91T1 + Ao2To9 = b2.

(3-19)

Wspéblezynniki a;, tworzg macierz drugiego stopnia:

A = < aip a2 ) .
Qg1 G22
Pierwsze réwnanie uktadu 3-19 mnozymy przez asy, drugie — przez a;p i odejmujemy stronami; podobnie
od drugiego réwnania, przemnozonego przez a;; odejmujemy pierwsze przemnozone przez as;. Uktad 3-19
przybiera postac:
(a11a22 - CL12G21)931 = biagy — a1zby, } (3_20)
(a11a22 - a12a21)$2 = boay — agibs.

Pod warunkiem, ze ajjass — a12a9; # 0, mamy

birazs — ai2by - baaiy — as1by
9 =

(3-21)

I =

, .
a11G22 — A12G21 a11G22 — A12G21

Wspolny mianownik w powyzszych wzorach wyraza sie jednoznacznie przez wspotczynniki tworzace macierz
A — jest to réznica iloczynéw wyrazéw lezacych na tzw. przekgtnej gldwnej (aq1aq2) i drugiej przekatnej
(a12a91). Jest to pewna warto$¢ liczbowa — wyznacznik macierzy A, albo wyznacznik stopnia drugiego (tak
jak macierz):

a11 aig
21 G22

det A = |ay| = = a11G22 — A12021. (3-22)

(Wszystkie podane wyzej formy zapisu wyznacznika sa réwnowazne i rownie czesto spotykane w literaturze.
Skrot ,det” pochodzi od stowa tacinskiego determinare — oznaczaé, wyznaczacé. Angielska nazwa wyznacznika
to determinant; bardzo podobnie brzmia nazwy w jezykach romanskich, niemieckim, itp.)

7 definicji wyznacznika wynika, ze jest to wielkos¢ liczbowa, stowarzyszona z macierza o tej samej liczbie
wierszy 1 kolumn; z macierza kwadratowa. Wyznacznik jednoelementowej macierzy A = (a1) to liczba ay;.
Oba liczniki w réwnaniach 3-21 maja posta¢ analogiczna do mianownika. Sg to takze wyznaczniki drugiego
stopnia. Latwo sprawdzi¢, ze licznik utamka okreslajacego x; to wyznacznik, w ktérym kolumna wspoétczyn-
nikéw tej zmiennej (a1, as;) zostala zastapiona kolumng wyrazéw wolnych (by,by); podobnie licznik utamka
okreslajacego xo to wyznacznik, w ktorym kolumna wyrazow wolnych zostata zastgpiona kolumna wspoét-
czynnikéw tej zmiennej (ais, aze); innymi stowy

| by ai a; by

by as as  bo

T = s To = (3—23)
aix a2 aix a2
Q21 Q22 Q21 Q22
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Tak jest dla uktadu dwoch réwnan z dwoma niewiadomymi. Dla uktadu trzech réwnan wzory beda analo-
giczne. Uktad taki to

a1r1 + appry + aizrs = by,
a1 T1 + QT + asT3 = by, (3-24)
aziri + aszry + agzrs = bs,

a jego macierz wspotczynnikow a;, to macierz trzeciego stopnia:

11 Aaiz2 13
a1 G2 Agz | . (3-25)
a31 a3z as3

Jezeli wzory majg by¢ analogiczne, to:

by a2 a3 a1 by as ay; azs by
by age ass as by ags az; Gz by
bs asy ass as; by ass as; asy bz
r1 = s To = s T3 = . (3—26)
a1; a2 i3 ai; Qa2 Qi3 @11 a2 13
Q21 Q22 A23 a21 A2z A23 21 Ag22 A23
31 a3z ass az1 daszz 33 a31 dazz (33

Powstaje jednak problem — jak (wedtug jakich regut) oblicza¢ wyznacznik trzeciego stopnia? Mozna rozwiazaé
uktad 3-24 metodg sukcesywnej eliminacji poszczegolnych zmiennych; na przyktad mnozac pierwsze réwnanie
uktadu przez ageaszsz —aszass, drugie przez aizazs —ai2a33, a trzecie przez ai2as3 —a13ag2 Otrzymujemy wyrazenie
typu

stata 1 -z, = stata 2,

gdzie stata 1 wyraza sie przez a;., a stata 2 — przez a; i b;. Stata 1 to nic innego jak mianownik wzoréw 3-26.
Latwo sprawdzi¢, ze

|A| = CL11(CL226L33 - a23a32) + a12(a23a31 - a21a33) + a13(a216L32 - a22a31)
(3-27)
ag2 A23 a21 A23 a21 A2
= a —a + ay:- 3-28
" az2 as3 2 a31 ass 13 a31 as2 ( )

Wyznacznik to suma trzech sktadnikow, z ktorych kazdy jest iloczynem kolejnego wyrazu pierwszego wiersza
ay;, (i = 1,2,3) oraz wyznacznika, powstalego przez wykreslenie wiersza i kolumny w ktérym znajduje sie
wyraz ay; (zawsze bedzie to pierwszy wiersz i — kolejno — pierwsza, druga i trzecia kolumna), pomnozonego
jeszcze przez (—1)1. Jest to tzw. rozwinigcie wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza. Powrécimy do tego
zagadnienia w nastepnych punktach.

W tym miejscu zauwazmy tylko, ze przygladajac sie postaci wyznacznika trzeciego stopnia (3-25 — macierz
3x3) i powyzszym rozwinieciom nietrudno tez podaé ,praktyczne” reguty obliczania takiego wyznacznika. Sa
one z ilustrowane na Rys.3.3. Trzy dodatnie iloczyny w sumie otrzymujemy wymnazajac trzy wyrazy lezace
na gtownej przekgtnej, biegnacej z lewa na prawo i ,w doét”, oraz wyrazy na réwnolegtych do niej mniej-
szych przekatnych (2 wyrazy), gérnej i dolnej, przy czym iloczyn z danej mniejszej przekatnej przemnozony
jest jeszcze przez (trzeci) wyraz z naroznika bardziej od niej odleglego. Trzy ujemne sktadniki sumy 3-27
otrzymujemy analogicznie, rozpatrujac przekatne biegnace ku gorze.

3.3.1 Twierdzenie Cramera

Ten prosty schemat dla uktadéw 2, lub 3 réwnan moze zosta¢ uogélniony na przypadek uktadu réwnan o
dowolnej liczbie niewiadomych. Zauwazmy, ze chcac uzywaé do ich rozwigzywania wyznacznikow, konstrukcji
o tej samej liczbie wierszy i kolumn, musimy zalozy¢, ze liczba réwnan (m) jest réwna liczbie niewiadomych
(n). Obowiazuje wowczas

Twierdzenie 3.1 (Cramera) W przypadku ukladu réwnan niejednorodnych, ktérych liczba m jest réwna
liczbie wystepujgcych w nich niewiadomych x1, o, . .., Ty, rozwigzanie uktadu uzyskujemy w postaci utamkow,
takich jak wzory 3-23 1 3-26,
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Rysunek 3.1: Wyznacznik trzeciego stopnia — dodatnie i ujemne przyczynki.

pod warunkiem, ze mianownik tych utamkéw — wyznacznik gléwny,

utworzony ze wspotczynnikow niewiadomych x-ow wystepujacych po lewej stronie rownan, jest rézny od
zera. Liczniki, to wyznaczniki, w ktorym kolumna wspotczynnikow danego x; zostala zastgpiona przez kolumne
wyrazéw wolnych (wyrazy by, ba, ... b, w 3-1.)

Dowéd chwilowo pomijamy. Powrécimy do niego w rozdziale siédmym (punkt 7.1.5).

3.4 Algebra wyznacznikéw

Przypuéémy, ze mamy do czynienie z wyznacznikiem A stopnia n. Wybierzmy liczbe k; 1 < k < n — 1.
W wyznaczniku wybieramy teraz k& dowolnych kolumn i & dowolnych wierszy; elementy wyznacznika! lezace
na przecieciu tych wierszy i kolumn tworza macierz stopnia k. Wyznacznik tej macierzy nazywamy minorem
stopnia k wyznacznika A. Alternatywnie taki minor M mozemy uzyska¢ wykreslajac z wyznacznika A n — k
wierszy i n — k kolumn.

Wezmy minor M stopnia k wyznacznika A, ktory jest wyznacznikiem n-tego stopnia. Wykreslajac wszystkie
k wierszy i k kolumn, na przecieciach ktorych leza elementy tworzace minor M, uzyskujemy minor M/,
stopnia n — k. Jest to minor dopetniajgcy minora M. Mozemy wiec méwi¢ o parach minorow dopehiajacych
wyznacznika A. W szczegdlnosci, pare takich minoréw tworzy¢ beda: dowolny element a;; i minor stopnia
n — 1, uzyskany poprzez skreslenie i-tego wiersza i j-ej kolumny w wyznaczniku.

Jezeli minor M tworzg elementy k pierwszych wierszy i k pierwszych kolumn, to para minoréw dopetniajacych
M i M’ wyglada tak:

aiy e Q1 | @1k Q1n
...... M ... R
Qg1 - Ak | Okk+1 Akn
A= (3-29)
Ag+1,1 Ap4+1k | Ok+1k+1 Ak4+1.n
M’
Qp, 1 Qnk Qp, k41 Qpn

Jezeli minor M stopnia k jest utworzony przez elementy, ktérych wskazniki wierszy przyjmuja wartosci:
i1,19,...,1g, a wskazniki kolumn: 71, 72,...,Jk, to dopetnieniem algebraicznym minora M nazywamy jego
minor dopeliajacy M’, przemnozony przez znak —1 lub +1, w zaleznosci od tego czy suma wszystkich
wskaznikow wierszy i kolumn elementow M jest parzysta, czy nieparzysta. Innymi stowy, wprowadzamy
wielko$é sy

Sy =1t1+io+...0k+j1+Jjo+ ...+ Ik (3-30)

i definiujemy dopelnienie algebraiczne minora M, D, jako
Dy = (1) M. (3-31)

W szczegoblnosci, waznym przypadkiem jest sytuacja, kiedy ,minorem” jest pojedynczy element — a,,; woéwczas
jego dopetnienie algebraiczne, oznaczane nieco inaczej, definiujemy jako

dopetnienie algebraiczne elementu a,, = MPY = (—1)PT201,

'Méwiac o elementach, wierszach i kolumnach wyznacznika myélimy de facto o elementach, wierszach i kolumnach macierzy,
ktérej odpowiada dany wyznacznik.
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gdzie minor M’ jest minorem, powstalym przez skreslenie p-tego wiersza i g-tej kolumny wyznacznika.
Zauwazmy teraz, ze ,przepis” na obliczanie wyznacznika trzeciego stopnia (wzoér 3-27)

‘A’ = 011((122(133 - a23a32) + a12(a23a31 - a21a33) + 013(a21a32 - a22a31)
Ag2 A3 a21 A23 a21 A2
= an — Q12 + a3
az2 as3 a31 ass a31 asz

— tzw. rozwiniecie wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza — to suma trzech sktadnikéw, z ktorych kazdy
jest iloczynem kolejnego wyrazu pierwszego wiersza ay;, ¢ = 1,2,3 oraz jego dopelnienia algebraicznego
(wyznacznika drugiego stopnia).

Nietrudno sprawdzi¢, ze zamiast rozwijac¢ nasz wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza, mogliby$my rozwijac¢
go wzgledem pierwszej kolumny, bowiem

|A| = (11022033 + (12023031 + @13G21032 — A11G23032 — (12021033 — (13022031
= a11(a22a33 - a23a32) + a21(a13a32 - CL126L33) + CL31(CL12CL23 - (l13(122)

(3-32)

— kazdy z trzech sktadnikéw jest iloczynem kolejnego wyrazu pierwszej kolumny ai;, 7 = 1,2,3 oraz jego
dopelnienia algebraicznego (znowu wyznacznika drugiego stopnia).

Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w postaci uogoélnionej — dla wyznacznika rzedu n, ktéry mozemy rozwijac¢
wzgledem dowolnego wiersza (p) lub kolumny (q):

Al =3 ap, x MPD =3 a,, x MP9, (3-33)
q=1 p=1

Kazda kolumna (kazdy wiersz) sa réwnorzedne. (Porzadek kolumn i wierszy zalezy od zupelnie dowolne-
go ustalenia symboli niewiadomych oraz kolejnosci wypisywania informacji). Takie rozwiniecie wyznacznika
wzgledem kolumn i wierszy nazywa sie rozwinieciem Laplace’a.

Wyznaczniki mozna oblicza¢ wedtug bardziej ,,podstawowych” regut, nie korzystajac z rozwinigcia Laplace’a.
Taka podstawowa reguta jest nieco skomplikowana: tworzymy n-czynnikowe iloczyny, przy czym kazdy czyn-
nik brany jest z kolejnego wiersza (pierwszy symboli = 1,2, ..., n) i dowolnie wybranej — ale réznej! — kolumny
(drugi symbol k = ki, ko, ..., k). Liczba takich iloczynéw to n! (liczba permutacji w zbiorze ky, ks, ..., k).
Te n! iloczynéw dzielimy na dwie, réwnoliczne (n!/2) klasy — parzysta i nieparzysta. Przynaleznos¢ do okre-
$lonej klasy okresla nam porzadek drugich wskaznikéw: dla cyklicznych (parzystych) permutacji? {1,2,...,n}
iloczyn okreslamy jako parzysty i przypisujemy mu znak dodatni, dla nieparzystej permutacji iloczyn bedzie
nieparzysty, a jego znak — ujemny. Parzyste (dodatnie) beda wiec — dla n = 3 — iloczyny ajjasas3, aiaa23asy,
13091 a32, Nieparzyste (ujemne) — iloczyny aj;assass, a12a21ass, a13a22a31. Suma algebraiczna tych n! iloczynow
to wartos¢ wyznacznika |Al:

Z(—l)palkla% cee Ak, (3—34)
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich mozliwych permutacjach ciggu drugich wskaznikoéw kq, ko, ..., k,, a
wyktadnik potegi —1 (liczba p) to liczba przestawien potrzebnych do uporzadkowania tego ciagu w kolejnosci
naturalnej 1,2,...,n. Brzmi to dos¢ skomplikowanie, ale w praktyce najczesciej mamy do czynienia z wy-

znacznikami drugiego i trzeciego rzedu, ktorych podane wyzej reguty obliczania absolutnie trzeba zapamigtac.

Wtasnos$ci wyznacznikéw

Whioski dotyczace wartosci wyznacznikow oraz konsekwencji dokonywanych na nich operacji mozemy przed-
stawi¢ w punktach:

1. Warto$¢ wyznacznika zmienia znak, gdy przestawimy dwie kolumny, lub dwa wiersze.

2. Warto$¢ wyznacznika jest réwna zeru, jezeli:

ZParzysta (nieparzysta) permutacja zbioru elementéw (liczb), to permutacja ktéra realizujemy przy pomocy parzystej (nie-
parzystej) liczby przestawien.
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(a) Wszystkie elementy ktéregokolwiek z wierszy, lub ktérejkolwiek z kolumn, sa zerami.
(b) Wyznacznik zawiera dwie identyczne kolumny lub dwa identyczne wiersze.

(c) Wszystkie elementy jednego wiersza sa wielokrotnosciami odpowiednich elementéw innego wiersza,
to samo w przypadku kolumn.

(d) Dany wiersz (kolumna) moze by¢ wyrazony jako liniowa kombinacja pozostatych wierszy (kolumn)

wyznacznika.

3. Przemnozenie wszystkich elementéw danego wiersza (danej kolumny) przez staly czynnik powoduje
przemnozenie przez ten czynnik warto$ci wyznacznika.

4. Wartos¢ wyznacznika nie zmienia sie, gdy:

(a) zamieni¢ wiersze na kolumny, a kolumny na wiersze,
(b) do ktéregokolwiek wiersza (ktorejkolwiek kolumny) dodaé kombinacje liniowa dowolnej liczby wier-
szy (kolumn)

5. Jezeli kazdy element pewnego wiersza (kolumny) moze by¢ zapisany w postaci sumy lub réznicy dwu (lub
wiecej) wielkosci, to wyznacznik mozna zapisa¢ jako sume lub réznice dwéch (lub wigcej) wyznacznikow.
Na przyktad dla najprostszego przypadku:

app £bi1 ay & bio

a1 @22

bll b12

Q21 Q22

aix a2
a21 A2

+

Wymienione powyzej whasnosci mozna tatwo wykazaé. Whasnosé (1) wynika bezposrednio z wzoru 3-34.
Z kolei wlasnosé (2b) jest konsekwencja wtasnosci (1) — jezeli przestawianie dwoch identycznych wierszy
(kolumn) musi powodowa¢ zmiane znaku wartosci wyznacznika, to warto$¢ ta, taka sama w obu przypadkach,
moze tylko by¢ zerem. Wtasnosé (2c) tatwo wykazaé postugujac sie wlasnoscia (3), ktora z kolei — podobnie
jak wlasno$¢ (2a) — wynika z rozwinigcia Laplace’a. Whasnosé (4a) to konsekwencja wzoru 3-34. Wiasnosé
(4b) to, na przyktad:

ai G2 iz || du +aap a2 as

Q21 Qg2 Q23 | = | G21 + QG2 Qg2 Q23

az1 a3z 0ass agy + qagz asy ass
Prawy wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwszej kolumny, a nastepnie wyznaczniki drugiego stopnia, prze-

mnozone oddzielnie przez « i przez a;1, ,zwijamy z powrotem” do wyznacznikéw trzeciego stopnia (korzystamy
de facto z whasnosci 5) :

a1 + aap a2 ais 11 a1z A3 Q12 Q12 413
Qo1 + Q@oy Q2 Q23 | = | G21 G2 G923 |+ Q| G2 G229 G923
as1 + aasz asz ass as; Q32 G33 Q32 Q32 33

Drugi z wyznacznikéw po prawej stronie jest jednak rowny zeru (dwie identyczne kolumny) — a wigc wlasnosé
(4b) zostata wykazana. Wreszcie, wtasnosé (5) wynika bezposrednio z rozwiniecia Laplace’a. W oparciu o te
wlasnosé i o wlasnosé (2c¢) dowodzimy (bardzo istotnej!) whasnosci (2d).

Warto zwrocié jeszcze uwage na jeden fakt, zwigzany z obliczeniami wyznacznikéw. Rozwijajac wyznacznik

d:

a1 Qi ... Q15 ... Q1p

(05} o9 ... A9 ... QA9p
A= g (3-35)

Qp1 QAp2 ... Gpj ... Qpp

wzgledem j-ej kolumny otrzymujemy

d = ay ;MW + ag; MPI 4, MM, (3-36)
gdzie M1 § = 1,n sa odpowiednimi dopelnieniami algebraicznymi elementéw j-ej kolumny a;j. Nawigzujac
do twierdzenia Cramera, zastapmy elementy tej j-ej kolumny przez n dowolnych liczb by, ..., b,. Rozwinigcie
by M 4 b M b, M (3-37)
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to rozwiniecie wyznacznika d’, r6znigcego sie od d ta jedng kolumng (dopelnienia algebraiczne elementéw obu
kolumn sg identyczne):

ai; aig2 ... b1 ... Qp
ag asgy ... bQ ... Q9p
d=| 0 T T (3-38)
ap1 QApo ... bn N
Co bedzie jezeli za by, ..., b, podstawi¢ elementy k-tej kolumny: aqy, ..., anx, dla k # j7 Taki wyznacznik

bedzie zawieral dwie identyczne kolumny, a wiec bedzie rowny zeru. Wykazalidmy wiec:

6. Suma iloczynéw wszystkich elementow danej kolumny przez odpowiednie dopetnienia algebraiczne ele-
mentéw innej kolumny jest réwna zeru.

(Analogicznie mamy dla wierszy.) Wtasnosé ta bedzie pomocna w znalezieniu wzoru na elementy tzw. ma-
cierzy odwrotnej w rozdziale si6dmym.

3.5 Uklad réwnan jednorodnych

Uktad n jednorodnych réwnan liniowych o n niewiadomych to :

a1 + 12T 4+ ... 4+ A1nLn = O,
2171 + Q2272 + .+ ATy = 0,
+ ... + ...+ . = ..., (3-39)
Up—11T1 + Ap_12T2 + ... + Au_1pTn = 0,
anTy + a,ro + ... 4 apT, = 0.

Jezeli wyznacznik gltéwny ukladu 3-39 jest rézny od zera, to wzory Cramera daja natychmiast (mato intere-
sujace) rozwigzanie trywialne:
TN =T9=...=Tp_1 = Tp, = 0. (3-40)

(Wystepujace w licznikach wyznaczniki zwieraja wszystkie jedna kolumne samych zer — whasnosé 2a.) Wniosek
— jezeli mamy mie¢ jakie$ ciekawsze rozwiazanie, to znaczy z przynajmniej jednym x;,¢ = 1,...,n réznym
od zera, to wyznacznik gltowny uktadu 3-39 musi byé réwny zeru.

Kazde z rownan ukladu 3-39 mozna pomnozy¢ przez dowolna (rézna od zera) liczbe — nie spowoduje to
zmiany charakteru wyznacznika gléwnego (pozostanie réwny zeru, badz rézny od zera), a samo réwnanie
tez pozostanie spetnione, lub nie. Wynika stad, ze istotne sg tylko stosunk: niewiadomych, a nie same ich
wartos$ci — jedng z niewiadomych mozemy przyjaé¢ jako dowolng, rézna od zera liczbe i operowad ilorazami
pozostatych niewiadomych i tej wtasnie wybranej. Kazde réwnanie dla j =1,...,n

a1+ ...+ ajp—125-1 + QpTE + Qg1 Tet1 + -+ ATy = 0; (3-41)
jest rownowazne wyrazeniu niewiadomej xj, jako
T = —(1/ajk)(aj1x1 —+ ...+ Qjk—1Tk—1 + Q5 k+1Tk41 + ... ajnxn). (3—42)

A wiec dowolna, wybrana niewiadoma moze zostaé wyrazona poprzez n — 1 pozostalych niewiadomych.
Zobaczymy w kolejnych rozdziatach, ze wtasnie to jest przyczyng zerowania sie wyznacznika gltéwnego.

W fizyce czesto uzywamy pojecia stopni swobody. Liczba stopni swobody to minimalna liczba wspoétrzednych
potrzebnych do opisu stanu uktadu. Na przyktad opis dwu poruszajacych sie niezaleznie w przestrzeni czastek
wymaga znajomosci 3 + 3 = 6 wspdlrzednych. W momencie kiedy czastki te sa potaczone ze soba (np. dwu-
atomowa czasteczka gazu) wystarczy juz 5 wspotrzednych — moga to byé¢ wspétrzedne $rodka masy czasteczki
i dwa katy, okreslajace orientacje czasteczki w przestrzeni. To przejécie od szesciu do pieciu stopni swobody,
zwigzane jest z dodatkowym warunkiem, ktéry musza spetiaé wspétrzedne obu czastek (stata odleglosé).
Formalny zapis tego warunku to jedno réwnanie

(1 = 22)* + (1 — 12)* + (21 — 22)? = I = constans,

((x1, x9, x3) to wspélrzedne jednej, a (yi1,y2,ys) — drugiej czastki; [ — ich odlegtos¢) i dlatego (6 — 1 = 5)
liczba stopni swobody redukuje sie o jeden. To wtasnie to dodatkowe réwnanie pozwala wyliczy¢ szosta
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wspotrzedna, jezeli znane jest juz pozostalych 5. Podobnie znajomos¢ n — 1 niewiadomych uktadu n réwnan
uktadu jednorodnego okresla — poprzez zwiazki typu 3-42 — brakujacg niewiadoma.

Jak okredli¢ te n — 1 niewiadomych? Rozwigzanie nietrywialne uktadu jednorodnego uzyskamy — w sposéb
najbardziej ogélny — wykorzystujac wykazane powyzej jego wtasnosci. Jezeli rozwiazanie ma by¢ nietrywialne,
to przynajmniej jedna z niewiadomych musi by¢ rozna od zera. Zatdézmy, ze jest nig x,,. Przyjmijmy ja jaka
pewna dowolng, rézna od zera liczbe: x,, = «, i podzielmy nig wszystkie rownania uktadu 3-39. Dostaniemy
uktad

a1 (x1/xy) + app(xe/xy) + o+ a1 (Te1/Tn) = —Qip,
ag (z1/xy,) + ag(xe/xy) + o+ asn1(Ta1/Tn) = —Qgp,
+ ... + ... + ... = ..., (3-43)
n—11(1/2n) + an12(z2/xn) + o0+ Gne1ga-1(Tn-1/Tn) = —an_1a,
an(x1/xy) + ap(xo/xy) + o+ a1 (Ta1/Tn) = —Qpp.
Stosunki zy/x,, k = 1,...,n — 1 to ,nowe” niewiadome; liczby: —a;,; i = 1,...,n to niejednorodnosci w

powstatym uktadzie n réwnan na n — 1 niewiadomych. Poniewaz uktad bedzie oznaczonym tylko wtedy,
kiedy liczba réwnan jest rowna liczbie niewiadomych, jedno z réwnan musimy odrzuci¢. W dodatku, musi to
by¢ tak wybrane réwnanie, aby wyznacznik gltéwny powstatego uktadu (stopnia n — 1) byt rézny od zera.
Jezeli uda nam sie to osiagnaé, to rozwiazujemy ten uklad korzystajac np. ze wzoréw Cramera (lub metody
eliminacji Gaussa).

Do problemu uktadu réwnan jednorodnych bedziemy jeszcze kilkakrotnie wraca¢ w trakcie wyktadu.
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Rozdziat 4

Algebra wektorow — dwa i trzy wymiary

4.1 Podstawowe definicje; dodawanie wektoréw

W opisie wiekszosci zjawisk fizycznych mamy do czynienia z dwoma typami wielkosci. Jedne z nich, takie jak:
masa, temperatura, czas, itp. okreélone s w pelni w momencie podania ich wartosci liczbowej !. Nazywamy
je wielkosciami skalarnymi, lub skalarami. Drugie, do ktorych nalezg: potozenie, predkos¢, przyspieszenie,
sita, ped, itp. wymagaja do petnego okreslenia nie tylko wartosci liczbowej, ale podania takze zwigzanego z
nimi kierunku i zwrotu. Przez kierunek rozumie¢ bedziemy wyrdzniong w przestrzeni prosta, natomiast zwrot
to wybér w alternatywie: ,do gory” lub ,na dot”, albo ,w prawo” lub ,w lewo”. W przysztosci méwiac o
kierunku bedziemy mieli na mysli kierunek wraz z wybranym na nim zwrotem. Takie wielkosci nazywamy
wektorami i — w celu odréznienia ich od skalaréw — oznaczamy je wyttuszczonym drukiem (np. F'), albo
przy pomocy umieszczonej nad nimi strzatki)F).2

Potoczny sposob myslenia o wektorze polega na wyobrazeniu go sobie jako pewnej ,strzatki”, ktorej dtugosé
jest proporcjonalna do wartosci liczbowej wektora (caly czas operujemy okreslonymi jednostkamil!), a ktorej
kierunek jest kierunkiem wektora. Taki sposéb reprezentacji wektora, w potaczeniu z prostymi (i podlegaja-
cymi eksperymentalnej weryfikacji) rozwazaniami ,fizycznymi” (np. ze statyki) pozwala nam okresli¢ prawo
dodawania dwoch wektordéw

A+B=C (4-1)

jako operacje,w ktérej poczatek wektora B zostaje przesuniety do konica (ostrza) wektora A. Wypadkowy
wektor (suma), to wektor C — strzatka, laczaca poczatek wektora A i koniec wektora B (Rys. 4.1).

C

A

Rysunek 4.1: Dodawanie wektoréow: A + B = C — regula tréjkata.

Jezeli trojkat z Rys.4.1 uzupelié do réwnolegltoboku (Rys.4.2) to z uzyskanej konstrukeji wynika, ze doda-
wanie wektoréw jest przemienne:

A+B=C=B+A, (4-2)

i — oczywidcie — jednostki!
20pis niektérych zjawisk fizycznych bedzie wymagal wprowadzenia wielkosci tensorowych. O tensorach bedzie mowa w

koncowych rozdziatach podrecznika.
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A

Rysunek 4.2: Dodawanie wektorow: A + B = C — reguta rownolegtoboku.

a rozwazajac nie trzy, ale cztery wektory (lub ich wieksza liczbe), tatwo zauwazy¢, ze ma ono takze wlasnosé

B

D

Rysunek 4.3: Dodawanie wektoréw — zasada przemiennosci i tacznosci.

tacznoscei (Rys. 4.3):
A+B+C=(A+B)+C=A+(B+C)=D. (4-3)

Dodawanie wektoréw przy zastosowaniu podanych powyzej regut nie jest jednak, na dtuzsza mete, wygodne.
Miedzy innymi dlatego wprowadza si¢ inny sposéb méwienia o wektorach, polegajacy na wyrazania wektorow
poprzez ich wspéirzedne w okreslonym uktadzie odniesienia. Wielko$¢ wektorowa, ktora wyobrazamy sobie
jako ,skierowang strzatke” poddajemy rozktadowi na wspotrzedne, przy czym rozkltad ten bedzie zalezat od
wyboru uktadu. Poniewaz przewaznie mamy do czynienia z przestrzenig tréjwymiarowa, to najprostszym, a
takze — w wielu przypadkach — najpraktyczniejszym uktadem wspotrzednych jest uktad trzech osi liczbowych,
przecinajacych sie pod katami prostymi we wspdlnym zerze (por. Rys. 4.4). Aby okredli¢ w takim ukladzie
wspoétrzedne wektora V' umieszczamy jego poczatek w poczatku uktadu wspotrzednych; koniec wektora okre-
sla nam pewien punkt w przestrzeni, ktoérego wspotrzedne to trzy liczby: wartosci rzutéw wektora V' na
trzy osie naszego kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych Oz, Oy i 0z — Vz,V, i V,. (Jak wiadomo polozenie
kazdego punktu w przestrzeni 3-wymiarowej mozemy okresli¢ podajac 3 liczby — 3 wspétrzedne). Jak wynika
z konstrukeji zilustrowanej na Rys.4.4:

V= (VI?V@MVZ) (4'4)

Trzy wielkosci)V,, V,, V,) moga by¢ wyrazone przez dtugosé wektora V', ktéra oznaczaé bedziemy jako |V|
lub po prostu V' i trzy kosinusy kierunkowe wektora V' — kosinusy katow ktore tworzy on z trzema osiami
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Rysunek 4.4: Rozktad wektora V' na wspoétrzedne:
a=/(0z,V), g=1/,(0y,V),v=£L(0zV).
uktadu:
Ve=Vcosa = Vcos/(0x,V), (4-5)
V,=Vcos = Vcos’(0y,V), (4-6)
V,=Vcosy = Vecos/(0z,V). (4-7)

Jezeli kazdej osi uktadu przyporzadkujemy jednostkowy wektor, wersor, o zwrocie zgodnym z dodatnim
zwrotem danej osi:

o$ Oz dlef x, o$ Oy def Yy, o$ 0z def z, (4-8)

to iloczyn danego wersora przez odpowiadajaca mu wspotrzedng jest wektorem lezacym wzdtuz odpowiada-
jacej wersorowi osi — wektor taki stanowi odpowiednig sktadowq wektora V':
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Ve

V. sktadowa z-owa
v =V,  skladowa y-owa

8>

N
=
I

2V, =V, sktadowa z-owa.

Sam wektor V' mozna zapisa¢ jako wektorowa sume jego sktadowych: z-owej — V., y-owej — Vi z-owej —

v VeVt V, + V. =&V, + gV, + 2V.. (4-9)
Trzy wspotrzedne wektora spetniaja oczywista zaleznosé
VZ+V2+VE=V2 (4-10)
albo q
v v = vz vz = (4-11)

dtugos$¢ wektora jest rowna pierwiastkowi kwadratowemu z sumy kwadratéw jego wspédlrzednych. Jest to
tréjwymiarowy odpowiednik twierdzenia Pitagorasa — kwadrat gtéwnej przekatnej prostopadtoscianu zbudo-
wanego na trzech wspotrzednych jest rowny sumie kwadratéw jego trzech bokéw.

Podkreslmy juz w tym miejscu, ze wybor trzech prostopadtych osi liczbowych jako naszego kartezjarnskiego
uktadu wspoétrzednych jest tylko jednym z wielu mozliwych. Nie jest on obowigzkowy — i tak na ptaszczyznie
mozemy postugiwac sie na przyktad uktadem wspotrzednych biegunowych, o ktérym bedzie mowa w kolej-
nym podrozdziale. Z kolei, wyboru takiego a nie innego uktadu wspotrzednych kartezjanskich dokonujemy
poprzez okreslenie jednostkowych wektoréw (wersoréw): &, y i 2. To wlasnie te trzy wektory jednoznacznie
okreslaja nasza przestrzen wektorowq — kazdy element ten przestrzeni, czyli wektor, moze zosta¢ zapisany
jako liniowa kombinacja trzech (w tym wypadku prostopadtych) wersoréw (4-9). Trojke taka nazywamy bazg
przestrzeni wektorowej, a o jej trzech sktadowych méwimy, ze ,napinaja przestrzen (3-wymiarowa) wektoro-
wa”. Wspolczynniki liczbowe wystepujace w tej liniowej kombinacji to wspélrzedne wektora: V,,, V, i V. Ale
— podkreslmy to raz jeszcze — kazdy wektor, ktory reprezentuje dla nas zwykle pewng okreslong wielko$é
fizyczng, mozemy rozklada¢ na wspoétrzedne w réznych uktadach wspotrzednych, okredlanych przez rézne
trojki wersoréw. Co wiecej — te tréjki nie musza byé (chociaz w znakomitej wiekszosci przypadkéw sa)
wektorami wzajemnie prostopadlymi®. Wybrana tréjka wersoréw, okreélajaca nasz uktad wspétrzednych, nie
musi zajmowaé okreslonego polozenia w przestrzeni — mozemy ja na przyktad poddaé¢ obrotowi (rotacji) lub
przesunieciu (translacji). Zwykle opis zjawiska fizycznego nie zalezy od takiego lub innego usytuowania (orien-
tacji) uktadu — méwimy , ze przestrzen jest fizycznie jednorodna (czyli, prostymi stowy, ,taka sama”), a takze
izotropowa (czyli: obserwowane w niej zjawiska nie zaleza od kierunku obserwacji; to drugie zalozenie bywa
jednak czasami to naruszane). Kazda z takich operacji: wyb6r nowego uktadu lub transformacja (rotacja i
translacja) starego bedzie zmieniata wspotrzedne wektora (odniesione do ,nowego” ukltadu), natomiast sam
wektor bedzie caly czas ,tym samym” wektorem, reprezentujacym te sama wielkos¢ fizyczna. Wybor konkret-
nej bazy (typu ukladu) i ewentualne jej transformacje (obrét, przesuniecie) dyktowane sa zawsze wygoda.
Pewne symetrie, wystepujace przy opisie zjawisk, uwydatniajg si¢ lepiej przy uzyciu takiego a nie innego
uktadu wspotrzednych. Zaréwno podstawowe, alternatywne uktady wspotrzednych, jak i zagadnienie trans-
formacji pomiedzy dwoma réznymi uktadami i transformacji (obrotu) okreslonego uktadu beda omawiane w
dalszej czedci podrecznika.

W momencie wprowadzenia reprezentacji wektoréw przy uzyciu ich wspoétrzednych (oczywiscie wyrazonych
w tym samym ukladzie), operacji dodawania (odejmowania) wektoréw mozemy dokonywaé przy pomocy
rachunku, bez uciekania sie do pomocy konstrukcji geometrycznych. Jezeli bowiem dwa wektory A i B sg
okreslone, zgodnie z 4-9, jako

A = zA, +yA, + zZA,
B = &B,+4B,+:B.,
to ich suma (réznica) bedzie réwna
A+B = z(A,+B,)+y(A,+B,)+2(A. + B.),
A-B = z(A,—B,)+y(4,-B,) +2(A. — B.,). (4-12)

3W przypadku przestrzeni tréjwymiarowej tréjka wersoréw bazy musi byé tréjka wektoréw nie komplanarnych, czyli nie
lezacych w jednej plaszczyznie.
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Pozostaje kwestig otwarta, czy taki sposéb dodawania wektoréw jest rzeczywiscie ,,prostszy” od zilustrowa-

nych na rysunkach konstrukcji trojkatéw lub réownolegtobokéw. Dla poczatkujacego studenta fizyki chyba
bardziej naturalne wydaje sie wlasnie ,sktadanie” wektoréw (sit, predkosci, itp.) wedtug ,reguty tréjkata”,
lub ,reguty rownolegtoboku”. Rachunek opisany réwnaniem 4-12 wymaga bowiem wyobrazenia sobie kazde-
go ze wyrazéw sumy (réznicy) jako sumy (réznicy) odpowiednich wspétrzednych. Kazdy sktadnik (wektor)
musi wigc zosta¢ roztozony na wspotrzedne — tréjke liczb. Niewatpliwie bardziej naturalne jest myslenie o
wektorze (sile, predkosci) jako o pojedynczej ,strzatce” niz o tréjce liczb. Jezeli jednak przyswoié sobie ten
nieco bardziej abstrakcyjny sposéb postrzegania wielkosci wektorowej, to niewatpliwie operacje ich sktadania
ulegaja znacznemu uproszczeniu.

Operacje ,sktadania” (dodawania lub odejmowania) wektoréw nie sa jedynymi operacjami, ktérych mozemy
dokonywaé na wielkosciach wektorowych. Wektor mozna tez mnozyé przez liczbe (skalar), co sprowadza sie
do przemnozenia kazdej wspotrzednej wektora przez te liczbe:

aV =aV,+aV,+aV,=zalV, +yaV, + zaV,, (4-13)

gdzie a jest wielko$cig skalarng. Jezeli o = 0, to wynik mnozenia bedzie wektorem zerowym, o dtugosci rownej
zeru. Wektory mozemy takze mnozy¢ ,,przez siebie”, przy czym mozemy mie¢ do czynienia z trzema réznymi
typami mnozenia: iloczynem skalarnym, ktérego wynikiem jest liczba (skalar), iloczynem wektorowym (wynik
— wektor) oraz mnozeniem tensorowym, w wyniku ktérego dostajemy tensor drugiego rzedu. W nastepnych
podrozdziatach zajmiemy sie dwoma pierwszymi typami mnozenia — mnozeniem skalarnym i wektorowym,
majacymi zresztg podstawowe znaczenie dla fizyki — i ich kombinacjami, pozostawiajac zagadnienie mnozenia
Jtensorowego” do rozdziatu traktujacego o tensorach 4.

4.2 Tloczyn skalarny
Przypomnijmy raz jeszcze rownania, okreslajace wspolrzedne wektora V' [(4-5) 1 nast.|:
Ve =Vcos/(0x,V), V,=Vcos/(0y,V), V,=Vcos/(0z,V).

Jak wynika z powyzszego rownania (i z elementarnej trygonometrii), trzy liczby V;; i = x,y, 2z otrzymujemy
rzutujac wektor V' na kazda z trzech osi: Oz, Oy i 0z — por. Rys.4.4. Wektor rzutujemy na kazdy z trzech
kierunkéw, okreslonych przez (jednostkowe) wektory &, g i 2 Taka operacje rzutowania wektora na okreslony
kierunek, a wiec prowadzaca do okreslenia wielkosci skalarnej — wspotrzednej wektora wzdtuz tego kierunku,
mozemy zdefiniowaé jako mnozenie skalarne rzutowanego wektora przez reprezentujacy dany kierunek wersor
i oznaczy¢ — zgodnie z powszechnie stosowang konwencjg przy pomocy symbolu kropki:

Ve=Vcos/(0z,V)=V-
V,=Vcos/(0y, V)=V
V,=Vecos/(0z,V)=V-.

(4-14)

?\p <S> H>

Z powyzszych wzoréw wynika wiec, ze iloczyn skalarny dwoch wektorow A i B moze by¢ zdefiniowany jako
A-B = ABcos/(A,B). (4-15)

(Wystepujace we wzorach 4-14 wersory osi maja dtugo$é jednostkowa, gdyby je wydtuzyé lub skrécié k-
krotnie, to ich nowa dlugosé — k — pojawi sie takze jako mnoznik dlugosci wektora V).

Powiedzielidémy, ze iloczyn skalarny ma podstawowe zastosowanie w fizyce. Na przyktad element pracy dL
sity F' wykonanej na drodze ds definiujemy jako iloczyn skalarny tych dwéch wektoréow: dL = F - ds. Za-
uwazmy, ze odpowiada to zrzutowaniu sity F' na kierunek przesunigcia ds i przemnozeniu wartosci tego rzutu
(Fcos /(F,ds)) przez dtugosé przesuniecia (ds). Tak wiec, bez wprowadzania pojecia iloczynu skalarnego,
prace musimy definiowa¢ jako wielkos¢ skalarna réwna iloczynowi przesuniecia (wektor) i sktadowej sity (wek-
tor) majgcej z nim wspdlny kierunek. Warto o tym pamietac, gdyz pomaga nam to postrzega¢ iloczyn skalarny
dwoch wektorow jako miare nie tylko ich wielkosci (dtugosci) ale wspoétukierunkowania.

4Uwaga : Operacja dzielenie wektoréw nie istnieje!
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lloczyn skalarny, jak wynika z wzoru 4-15, w ktérym wystepuja ,zwykle” operacje mnozenia liczb (wielkosci
skalarnych), bedzie spetial prawa przemiennosci i rozdzielnosci:

A-B=B-A, (4-16)
A-(B+C)=A-B+A-C, (4-17)

a takze bedzie operacjg liniowa, a wiec dla dowolnych liczb o i (8
C:-(atA+pB)=C-0A+C-fB=aC-A+(C-B. (4-18)

Te oczywiste wtasnosci pozwalaja nam okresli¢ reguty wyrazania wartosci iloczynu skalarnego dwoch wekto-
row A i B poprzez ich wspotrzedne. Mamy bowiem

A-B = A-(&B,+9B,+ 2B.)
~ B,A-2+B,A-§+B.A-%
= B,A,+ B,A,+ B.A, = A,B, + A,B, + A.B..

Tak wigc iloczyn skalarnych dwoch wektoréw to suma iloczynéw ich analogicznych wspotrzednych:

A-B=A,B,+AB,+A.B.= > AB. (4-19)

1=x,Y,2

Ktadac powyzszym wzorze A = B mamy

A- A=A+ A+ A= > A =4 (4-20)

1=T,Y,2

— skalarny iloczyn wektora przez siebie samego jest rowny kwadratowi jego dtugosci (por. 4-11).

Dla czytelnika, ktéry pierwszy raz spotyka sie ze znakiem sumy (grecka duza litera sigma — ) wyjasnienie
: znak > oznacza, ze wielko$¢ wystepujaca po nim, przedstawia sume sktadnikéw, ktore powstaja przez
przyporzadkowanie wskaznikowi (na przyktad — i) wszystkich mozliwych wartodci — literowych (jak tutaj :
i=x,y1z), lub liczbowych (np.i=1,21 3).

lloczyn skalarny dwoch prostopadtych wektorow jest rowny zeru (cos /2 = 0). lloczyn skalarny moze by¢ nie
tylko miarg dtugosci danego wektora (rown. 4-20), ale takze wskaZznikiem prostopadtosci, lub ortogonalnosci
dwoch wektorow. Termin ortogonalny, bedacy greckim ttumaczeniem terminu prostopadty, jest pojeciem
szerszym — nie jest bowiem ograniczony do ,zwyklej” trojwymiarowej przestrzeni (lub dwuwymiarowej ptasz-
czyzny), ale moze sie odnosié¢ do przestrzeni wektorowych o dowolnej (takze nieskoriczonej) liczbie wymiaréw.
W szczegodlnoscei jednostkowe wersory osi uktadu kartezjanskiego sa tez ortogonalne, a nawet ortonormalne:
iloczyny skalarne réznych, prostopadlych do siebie, wersoréw sa rowne zeru, natomiast ich dtugosci (réwne
pierwiastkowi z iloczynu wersora przez siebie samego) sa réwne jednosci. Wihasnie ze wzgledu na to unormo-
wanie dtugosci wersoréw do jednostki mowimy o wtasnosci ortonormalnosci. Czesto wygodnie jest zastapic
oznaczanie wersoréow osi uktadu kartezjanskiego &, ¢ i 2° przez trzy indeksowane (opatrzone wskaznikami)
literki, np. e, (zazwyczaj rezygnujemy z symbolu” — literka e jest utozsamiana z wektorem jednostkowym),
gdzie wskaznik k = 1,21 3, przy czym e; = &, e = y i e3 = 2. Wowcezas relacje ortonormalnosci wersoréw
mozemy zapisa¢ w zwartej postaci

0 i#7
ei.ej_éij_{ il (4-21)
Uzyty i jednoczesnie zdefiniowany w powyzszym wzorze symbol to tzw. delta Kroneckera — réwna zeru przy
roznych ¢ 1 j, a jednosci przy ¢ = j. Zauwazmy, ze wskazniki ¢ i j w zasadzie zmieniaja sie od 1 do 3, cho¢ —
w przypadku przestrzeni n-wymiarowych moga przebiega¢ wartosci od 1 do n.

Na zakonczenie tego krotkiego przypomnienia o wlasnosciach iloczynu skalarnego zwrdéémy uwage, ze ilo-
czyn skalarny jest — jak sama jego nazwa wskazuje — liczba, a wiec nie powinien zaleze¢ od wyboru uktadu
wspotrzednych. Dwa wektory moga mie¢, w réznych uktadach wspotrzednych, rézne ,reprezentacje w po-
staci wspotrzednych”, ale ich iloczyn skalarny, obliczony w kazdym uktadzie, musi by¢ taki sam. Formalne
uzasadnienie tego wniosku nastapi w jednym z pézniejszych rozdzialéw. Tutaj mozemy tylko zauwazy¢, ze

5Innym, czesto stosowanym sposobem oznaczania wersoréw osi jest uzycie tréjki i, j i k.
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wtlasnosci prostopadtosci (ortogonalnosci) i wspétiniowosci dwoch wektorow tez nie zaleza od wyboru uktadu
wspOlrzednych — w dwoch wiec skrajnych przypadkach ich iloczyn skalarny (0 lub iloczyn dtugosci) musi byé
niezalezny od wyboru uktadu. Aby rozszerzy¢ te niezmienniczosé iloczynu skalarnego wzgledem transformacji
uktadu wspotrzednych wystarczy pomysleé, ze praca potrzebna do przebycia okreslonej drogi przy dziataniu
okreslonej sily tez nie moze by¢ uzalezniona od wyboru uktadu (np. od orientacji osi w przestrzeni), w ktérym
przyjdzie nam ja obliczac.

4.3 Iloczyn wektorowy

Rysunek 4.5: Iloczyn wektorowy.

Rozwazmy — Rys.4.5 — dwa wektory A i B, wychodzace z jednego punktu 0 i tworzace miedzy soba kat 6,
przy czym 0 < 6 < 7 (wektory nie sa wspoétliniowe, a kat miedzy nimi jest mniejszy od kata pdtpetnego).
Przyjmujemy konwencje, ktora méwi, ze kat ,mierzymy” przechodzac od wektora A do wektora B, pamigtajac
o regule, ze obrot przeciwny do ruchu wskazowek zegara odpowiada dodatnim przyrostom kata.

Takie dwa, nie wspotliniowe wektory wyznaczaja ptaszcezyzne 3. W punkcie 0 umiesémy wektor C, prostopa-
dty do ¥ (o zwrocie C powiemy za chwile). Poniewaz C' jest prostopadly do obu wektoréw A i B odpowiednie
iloczyny skalarne sa rowne zeru:

A-C = AC,+A,C,+A.C,=0
B-C = B,C,+B,C,+ B.C, =0.
Jest to (por. rozdziat poprzedni) uklad dwéch réwnan z trzema niewiadomymi: zq = Cy, x0 = Cy, x5 = C.,.

Aby méc z niego utworzy¢ oznaczony uktad réwnan niejednorodnych podzielmy go stronami przez C,.° Nowy

uklad to
Cy

Ami + Ayi - _Aza
& G (4-22)
B,— + B,=-! = -B
“C, YO, =
Jego rozwiazanie, uzyskane metoda wyznacznikéw, to:
‘ —A. A, ‘Aw —A,
Co_|=B: By| G _|Br =B (4-23)
C, A, Al C, A, A, |
B, B, B, B,

6Zakladamy, ze C, # 0. Zaraz si¢ okaze, ze bez tego zalozenia nasza szanse na sukces sg réwne zeru.
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Z powyzszych réwnan wynika, ze wspotrzedne wektora C' sa powiazane ze wspolrzednymi pozostatej dwojki
wektoréw wzorami
C, = k(A,B,—A.B,)
C, = k(A.B,—A,B.,) (4-24)
C, = k(A,B,— A,B,).

Wystepujaca w powyzszych wzorach wielko$é k jest dowolna stala. Poldimy k = 1. (Nasze rozwazania
nic nie straca ze swej ogélnosci.) Wowcezas kwadrat dtugosci wektora C' bedzie réwny (po elementarnych
przeksztatceniach wzoréw 4-24):

C*=C2+C2+C2=(A2+ AL + A2) (B2 + B} + B?) — (A, B, + AyB, + A.B.)*. (4-25)

W pierwszym sktadniku prawej strony 4-25 rozpoznajemy iloczyn kwadratow dtugoséci wektorow A i B, w
drugim — kwadrat ich iloczynu skalarnego. W takim razie

C? = A’B*> - (A-B)* = A’B> — A’B*cos’ 0 = A>B*sin? 0. (4-26)

Dlugosé wektora C' jest oznaczona jednoznacznie przez wektory A i B, podobnie jak jego kierunek (prostopa-
dlty do X, ptaszczyzny utworzonej przez te dwa wektory.) Pozostaje kwestia zwrotu: przyjmujemy ,konwencje
sruby prawej” — taka $ruba, obracajac sie od wektora A do wektora B wysuwa sie ,ku gorze”. Wektor C' jest
wiec jednoznacznie okre$lony przez A i B; nazywamy go iloczynem wektorowym tych wektorow i zapisujemy:

C=AXB. (4-27)

Dtugosé C, jak wynika z 4-26 jest réwna C' = ABsin . Wynika stad, ze iloczyn dwoch wektoréw wspotlinio-
wych, lub réwnolegtych, jest rowny zeru. Mozemy tez rozszerzy¢ okreslenie iloczynu na przypadek 7 < 6 < 2.
Poniewaz w tym przedziale katéw sinus przybiera wartoéci ujemne, wektor C bedzie zwrécony ,w dor”.” W
konicu, poniewaz zmianie kierunku przyrostu kata odpowiada zmiana jego znaku, a sin(—f#) = —sinf to
tloczyn wektorowy nie jest przemienny:

AXB=-BXxA. (4-28)

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla wersoréw osi uktadu kartezjanskiego mamy:

TXT=yXy=2X%X2z=0, (4-29)
natomiast
TXY=2, YXz=x, zXTr=1, (4-30)
a takze
YyYXxr=—-2, zZXY=-—-x, TXZz=—1. (4-31)

Wzory 4-24 okreslaja (przy k = 1) wspotrzedne wektora C, a wiec:
C=AXB=x(A,B,—A,B)+y(A.B, — A, B.) + 2(A, B, — A,B,). (4-32)

Powyzsze wyrazenie zapisuje sie czesto przy pomocy wyznacznika:

& g 2
C=AxB=|A, A, A | (4-33)
B, B, B,

(Wzor 4-32 uzyskujemy rozwijajac wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza.)
Wyznacznik 4-33 ze wzgledu na symetrie jest tatwy do zapamietania. Warto tez zapamieta¢ prostg regute,
przy pomocy ktorej mozemy zapisywac trzy wspotrzedne wektora C' jako

Ci=A;By, — AyBj, 1,5,k =, luby, lub 2 — wszystkie wskazniki rézne, (4-34)

"To samo otrzymamy, przyjmujac konwencje, ze wartoéé iloczynu wektorowego wektoréw A i B jest obliczana przy zatozeniu,
ze obrét od wektora A (pierwszy czynnik) do wektora B (drugi czynnik) odbywa sie po ,krétszej drodze katowej”)d < ).
Obrotom ,w prawo” odpowiadaja ujemne katy!
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przy czym znak dodatni (pierwszy sktadnik po prawej stronie réwnania) odpowiada parzystym permutacjom
wskaznikéw (z,y, z), a wiec sekwencjom: (z,y, z),(y, 2, z) i (2, x, y), a uyjemny (drugi sktadnik po prawej stronie
réwnania) odpowiada nieparzystym permutacjom wskaznikow )z, vy, z), a wiec sekwencjom: (z, z,y),(y, x, z)
i)z,y,x). (Permutacje parzyste okresla sie tez mianem przestawien cyklicznych.)

[loczyn wektorowy ma szerokie zastosowanie w fizyce, a takze posiada wazna interpretacje geometryczng. Z
zastosowan fizycznych nalezatoby wymieni¢ w pierwszym rzedzie wielkosci pojawiajace si¢ przy opisie ruchu
obrotowego, a wigc moment pedu L (kret) — iloczyn wektorowy wektora potozenia 7 i wektora pedu ciata p:

L=7rXp,

M — moment sity F
M=rXxF,

a takze predkos$¢ katowa w, wystepujacag w zwigzku v = w X r, gdzie v jest predkoscig liniowa ciala.
Bardziej zaawansowana fizyka, w ktérej wystepuja iloczyny wektorowe, to np. opis sity dzialajacej na tadunek
q, poruszajacy si¢ z predkoscia v w polu magnetycznym, opisanym wektorem indukcji magnetycznej B
(sktadowa ,magnetyczna” sity Lorentza):

F =qv X B,

a takze wszystkie rownania, w ktorych wystepuja operatory rotacji pola wektorowego. Interpretacja geome-

Bsin6

=~

Rysunek 4.6: Interpretacja geometryczna iloczynu wektorowego — pole réwnolegtoboku.

tryczna zilustrowana jest na Rys. 4.6. Pole rownolegtoboku zbudowanego na wektorach A i B jest réwne
|A X B| = ABsin 6. Wynika stad, ze dtugo$¢ wektora (bedacego iloczynem wektorowym) moze reprezentowac
pewna powierzchnie. W przypadku elementu powierzchni bardzo (nieskonczenie) malego kierunek wektora
jest prostopadty do tego elementu®, tak wiec pojawia sic mozliwosé wektorowego traktowania elementéw po-
wierzchni. Bedzie to miato znakomite znaczenie w opisie pewnych sytuacji i wielkosei fizycznych (np. prawo
Gaussa w elektrostatyce, pojecie strumienia wektora).

(W przypadku 6 > 7 miara powierzchni bedzie oczywiscie wartosé¢ bezwzgledna iloczynu |A X B, albo — co
jest réwnoznaczne — dlugosé wektora B X A.)

lNloczyn wektorowy spelnia oczywiste prawa rozdzielnosci wzgledem dodawania i liniowosci:

(A+B)xC = AxXxC+BxC, (4-35)
AX(B+C) = AXB+AXxC, (4-36)
AX (aB) = aAXB, (4-37)

gdzie a jest dowolng liczba. Na koniec jeszcze jedna uwaga. Jak wskazuje sama nazwa, takze sposéb ,kon-
strukeji”, iloczyn wektorowy powinien by¢ wielkoscig wektorowa. W fizyce, mowiac o momencie pedu, lub
momencie sity nie mamy watpliwosci, ze s¢ to wielkosci wektorowe. Z formalnego punktu widzenia sprawa
jest jednak nieco bardziej skomplikowana. Jak zobaczymy to w dalszej czesci wyktadu, poswieconej tenso-
rom, iloczyn wektorowy jest formalnie antysymetrycznym tensorem drugiego rzedu. Jest wladciwie kwestia

8Znowu pozostaje kwestia zwrotu. Mozna tez go jednoznacznie okregli¢, poprzez zwiazanie go z kierunkiem obiegu elementu
powierzchni — stosujac regute ruby prawej.
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sprzypadku”, ze w ,zwyklej”, trojwymiarowej przestrzeni taka wielkos¢ tensorowa jest opisana przy pomocy
trojki wspotrzednych — stad mozliwosé traktowania jej jako wielkosci wektorowej. Oczywiscie fakt, ze dana
wielko$¢ moze by¢ reprezentowana przy pomocy trojki liczb to jeszcze malo — nalezatoby sprawdzic, ze ta
trojka przy zmianie uktadu odniesienia podlega transformacji identycznej jak wspotrzedne wektora. Mozna
pokazac, ze przy transformacji obrotu i translacji uktadu tak jest. Do spraw tych powrocimy jeszcze w dalszej
czesci wyktadu.

4.4 Tloczyny trzech wektoréow

Poniewaz wprowadziliémy dwie rézne reguty mnozenia wektorow nalezaloby przesledzi¢ sytuacje, w ktorej
wynik mnozenia dwoch wektorow przemnazamy raz jeszcze — skalarnie lub wektorowo — przez trzeci wektor.
Oczywiscie, z interesujacymi przypadkami bedziemy mieli do czynienia tylko wtedy, kiedy ,,pierwsze” mnoze-
nie jest iloczynem wektorowym. (Gdyby przemnozyé¢ dwa wektory skalarnie to wynik mnozenia jest skalarem
i pomnozenie przez niego trzeciego wektora jest operacja trywialnie prosta.) Tak wiec interesowaé nas beda
w zasadzie dwie mozliwosci:

A . (B x C) iloczyn mieszany (skalarny iloczyn mieszany)

oraz
A X (B x C) podwdjny iloczyn wektorowy.)

lloczyn mieszany (skalarny iloczyn mieszany)
[oczyn taki jest skalarem (stad nazwa), poniewaz drugi jego czynnik jest wektorem: B X C = D, a wiec

A-(BxC)=(BxC)-A=A-D=D-A = skalar.

Rozpisanie czynnikoéw iloczynu mieszanego na wspotrzedne i zastosowanie regut obliczania iloczynu skalarnego
i wektorowego daje:

A- (B x C) = A,(B,C, — B.C,) + A,(B.C, — B,C.,) + A,(B,C, — B,C,). (4-38)

Na podstawie powyzszego wyniku tatwo sprawdzi¢, ze w iloczynie mieszanym mozna wymieni¢ znaki mnozenia
skalarnego i wektorowego, to znaczy

A-(BxC)=(AxB)-C=(BxC)-A=B-(CxA). (4-39)

(Przestawienie porzadku czynnikéw pomiedzy ktérymi wystepuje symbol iloczynu skalarnego nie zmienia ni-
czego, natomiast ewentualne przestawienie porzadku czynnikéw pomiedzy ktorymi wystepuje symbol iloczynu
wektorowego powoduje zmiane znaku.)

Wtiasnos¢ 4-39 wynika takze z zapisu iloczynu mieszanego w formie wyznacznika i skorzystania z regut
przestawiania kolumn i wierszy wyznacznikow. Zapis relacji 4-38 w postaci wyznacznika to — jak tatwo
sprawdzié¢

A, A, A,
A-(BxC)=|B, B, B.|. (4-40)
c, ¢, C.

Podobnie jak w przypadku iloczynu wektorowego, iloczyn mieszany ma interesujaca interpretacje geometrycz-
ng, zilustrowang na Rys.4.7. Trzy wektory A, B i C tworzg réwnolegloécian®. Iloczyn wektorowy B X C' to
(por. poprzedni podrozdziat) wektor, ktérego dtugos$é jest réwna polu podstawy réwnolegtoscianu, napietej
przez wektory B i C. Wektor ten przemnazamy skalarnie przez wektor A — a wiec dlugos¢ wektora B X C
(prostopadtego do podstawy) mnozymy przez odpowiedni rzut wektora A. Wynik mnozenia to objetosé row-
nolegtoscianu. W tym momencie staje sie tez intuicyjnie zrozumiate rownanie 4-39 — przeciez jako podstawe
naszego rownoleglto$cianu mozemy wybraé¢ dowolng dwdjke z trzech wektoréow, a wysokoscig bedzie wtedy
Podusbily itoczgn wektorowy

90czywiscie pod warunkiem, ze zadne dwa wektory z tréjki nie sa wspoétliniowe. Wtedy jednak — por. 4-26 — ich iloczyn
wektorowy, a takze iloczyn mieszany sg réwne zeru — nie ma wiec sensu moéwi¢ o geometrycznej interpretacji.
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Rysunek 4.7: Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego — objetosé réwnolegltoscianu.

lloczyn wektorowy A X (B X C) jest wektorem. Zauwazmy od razu, ze nawiasy w nim wystepujace maja
zasadnicze znaczenie. I tak iloczyn trzech wersoréw ( X &) X g = 0 (bo pierwszy czynnik iloczynu jest réwny
zeru), natomiast & X (& X y) = & X 2 = —y.Zgodnie z definicja iloczynu wektorowego, wektor A X (B X C')
jest prostopadty do obu wektoréw: A oraz B X C'. Ten ostatni iloczyn jest z kolei prostopadty do ptaszczyzny
napietej przez wektory B i C — a wigc iloczyn A X (B X C) musi leze¢ w tej ptaszczyznie, a wigc mozna go
zapisa¢ jako kombinacje liniows wektorow B i C'.

AX (BxC)=zB+yC. (4-41)

Dwa nieznane wspoétezynniki tej kombinacji liniowej wyznaczymy mnozac skalarnie rownanie 4-41 przez wek-
tor A. Lewa strona otrzymanego réwnania jest rowna zeru (skalarny iloczyn wektoréw wzajemnie prostopa-
dlych), a wiec

tA-B+yA-C =0, (4-42)

co mozna zapisa¢ jako
x A-C aA-C
r_ = , (4-43)
y —-A-B —-aA-B
gdzie a moze by¢ w zasadzie dowolng, rézng od zera liczbg. Tak wiec v = aA-C iy = —ayA - B; podsta-
wiajac te wartosci do 4-41 otrzymujemy

AX (BxC)=a[B(A-C)—C(A-B)]. (4-44)

Stosunkowo tatwo wykazemy, ze stala a musi by¢ rowna 1. Wystarczy rozwazy¢ iloczyn trzech wektorow o

dhugosci jednostkowej, na przyktad wspomniany juz & X (& X y) = —y. Mamy
X (@xy) =az@ y) -y -z)=al0-gy =-7

Wybralismy wprawdzie nieco ,specjalne” wektory do wykazania a = 1, ale doktadniejsze rozwazania pozwa-

laja stwierdzié¢, ze nie ma to wptywu na stuszno$é wniosku. Zreszta stusznosé wzoru 4-44 (z o = 1) mozna

takze wykaza¢ rozpisujac podwodjny iloczyn wektorowy na wspotrzedne, zgodnie z wzorami poprzedniego

podrozdziatu.

4.5 Obrét wektora na plaszczyznie

Wektor oznacza dla nas — praktycznie zawsze — pewng realno$¢ fizyczna. Sita dzialajaca na ciato i nadajaca mu
przyspieszenie, ped poruszajacej sie czagstki, natezenie pola — takie wielkosci istnieja w sposob ,obiektywny”,
to znaczy ich byt nie moze by¢ uzalezniony od wyboru uktadu wspotrzednych. Natomiast od wyboru beda
zalezaly wspoélrzedne (skladowe). Na Rys. 4.8 mamy przedstawiona sytuacje, w ktérej ten sam wektor r
zostal roztozony na wspolrzedne w dwoch uktadach: uktadzie ¥ (0zy) i ukladzie ,primowanym” ¥/ (0z'y'),
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Rysunek 4.8: Wspotrzedne wektora w dwdch réznych uktadach wspotrzednych.

ktéry w stosunku do ¥ jest obrécony o kat 6'°. Przy pomocy rozwazan trygonometrycznych (por. rysunek)

mozemy wyprowadzi¢ wzory wiazace ze sobg wspotrzedne wektora r:
¥ = wxcosf + ysinb

/

y = —xsinf + ycosh. (4-45)

Obrot uktadu — wybor nowego uktadu — powoduje zmiang wartosci wspotrzednych wektora. Nie zmienia sie
przy tym dtugosé wektora

| =r = \/5132 oy = \/:c’Q 1y,
Nie jest to dla nas niespodzianka — dtugosé wektora (liczbal) jest skalarem, a definicja formalna skalara méowi,
ze jest to wielkos$¢ niezmiennicza wzgledem transformacji uktadu wspotrzednych, a wiec niezalezna od uktadu.
Na obecnym poziomie naszych wiadomosci o wektorach, mozemy wprowadzié ,definicje roboczg™ ! wektora:
Wektorem A nazywamy wielko$¢, ktérej wspétrzedne A,, A, (w ukladzie ¥) transformujg sie
przy obrocie ukladu o kat 6 wedlug

A, =  Aycost + Ay,sind
A, = —Agsinf + Ay cosf.

(A, A}, to wspotrzedne w uktadzie ¥, powstatym w wyniku obrotu ¥.)

W praktyce mamy do czynienia z wektorami nie tylko na ptaszczyznie — o dwdch niezaleznych wspotrzednych.
Nasza przestrzen fizyczna jest przeciez przestrzenia tréjwymiarowa. Co wiecej — dosé proste zabiegi formalne,
stosowane w opisie podstawowych zjawisk fizycznych, zmuszaja nas czesto do korzystania z przestrzeni o
dowolnej liczbie wymiaréw. Na przyktad, opisujac uktad N czastek poruszajacych si¢ w przestrzeni 3-wy-
miarowej mozemy wprowadzi¢ wektor o 3N wspotrzednych: x1,y1, 21, €2, Y2, 22, .. ., TN, YN, 2y jako wektor
okreslajacy potozenie wszystkich czastek — catego uktadu. Innymi stowy, potrzebne nam jest uogélnienie
wzordéw 4-46 na przypadek przestrzeni wektorowej o dowolnej (ale skoriczonej) liczby wymiaréw. Aby to
zrobi¢, wprowadzmy notacje

(4-46)

JA,'—>€1 :_I.A/—>€2
a:’—>e’1 y’—>e’2

4-4
A, — A Ay — Ay (4-47)
AL, — AL A — A
a takze
cosf = cos /(02',0z) = €'i-e; — ap,
sinf) = cos(g —0)= cos/(02',0y) = €'1-es — aio,
- (4-48)
—sinf = COS(§ +60)= cos/(0y,0z) = €'5:e;7 — aoy,
cosf = cos /(0y',0y) = €'5re3 —  as.

10Przypominamy — kierunek dodatni przyrostu kata to kierunek odwrotny do ruchu wskazéwek zegara
"Przez ,definicje robocza” rozumiemy okreélenie pewnej wielkoéci w kontekécie jej wlasnoéci wzgledem pewnych operacji.
Taka operacja jest tutaj wyrazenie wspolrzednych wektora w réznych — obréconych wzgledem siebie — uktadéw wspdtrzednych.

34



Woweczas rownania 4-46 zapiszemy
/
Al = anAi+api

4-49
A12 == CLQlAl + QQQAQ. ( )
Mozemy powyzsze wzory zapisaé¢ przy pomocy znaku sumy '2:
2
A:l = Z ankAk, n = 17 2. (4—50)
k=1

Wzory 4-49 opisuja sytuacje dwuwymiarowa — obréot uktadu na ptaszezyznie. W przestrzeni n-wymiarowe;j
sytuacja wyglada nieco bardziej skomplikowanie — ale sprobujmy potraktowaé¢ wzory 4-49 jako ,,podprzypa-
dek” bardziej ogélnego (odniesionego do przestrzeni tréjwymiarowej) uktadu réwnan. Ten uktad powinien
mie¢ postac:

Al = anA + aAy +a3i;

A,Q = a21A1 + (IQQAQ + a23A3 (4—51)

Ay = an A+ azAr + aszAs.

W powyzszych wzorach (Aj, A, A3) i (A7, AL, AL) to wspdlrzedne wektora A w uktadach 3 i ¥/, Wspdl-
czynniki a;, to — zgodnie z definicjami 4-48 — kosinusy katéw pomiedzy osiami obu uktadéw, albo iloczyny
skalarne wersoréw tych osi:

a;r = cos /(0§ i w ukladzie ', 0§ k w uktadzie X)) = €] - ey. (4-52)

Réwnanie 4-50 praktycznie nie zmienia sie — jedynie wskaZnik sumowania przebiega wartosci od 1 do 3 (a nie
do 2), definicja transformacji odnosi sie do n = 3 wsp6trzednych:

3
A;w = Z ankAk, n = 1, 2, 3. (4—53)
k=1

Nie mozemy jednak polega¢ tylko na naszej intuicji. Wzor 4-53 nalezatoby wiec uzasadni¢ formalnie. Otoz
wspomnieliSmy juz, ze wektor A moze by¢ zapisany w uktadzie ¥ jako kombinacja trzech wektoréw niekom-
planarnych (nie lezacych na jednej ptaszczyznie). Jezeli za takie trzy wektory wybierzemy wersory ey, es, es,
to wspotezynniki liczbowe tej liniowej kombinacji sa wspotrzednymi wektora w tym wtasnie uktadzie:

A= 61A1 + 62A2 + €3A3. (4—54)

Kazda z tych wspotrzednych uzyskujemy przemnazajac skalarnie wektor A przez odpowiedni wersor — rzutujac
go na kierunek tego wersora. Podobnie bedzie w uktadzie ¥/'. Wspéhrzedne primowane powstaja wyniku
przemnozenia A przez wersory €'y, €'y, €’3. Na przyktad A} to A -e’y. Podstawiajac do tego wzoru za A z
4-54 mamy:

All = A. 611 = <€1A1 -+ 62A2 + 63A3) . 6,1 (4—55)
= Aje;-€e1+ Arey-€' + Ases- €'y

= Ajan + Asarr + Asass,

w pelnej zgodzie z réwnaniem 4-53.

Powyzsze wzory pozwala obliczy¢ wspotrzedne naszego wektora A w uktadzie ' jezeli znane sa wspotrzedne
w uktadzie . A gdyby bylo odwrotnie? Rozwazajac przypadek dwuwymiarowy, powiedzielidémy, ze uktad ¥’
powstaje z 3 w wyniku obrotu o kat . W takim razie uktad ¥ powstaje z ¥’ w wyniku obrotu o kat —6 i —
na przyktad — uktad réwnan analogiczny do 4-46 bedzie mial postaé

A, = Ajcos(—0) + A sin(—0)= A, cost — A} sinf

Ay = —Ajsin(—0) + Ajcos(—0) = A;sinfd + A cos(6). (4-56)

12Uwaga: dla czytelnika, ktéry pierwszy raz spotkal si¢ z zapisem sumy w tych notatkach: jak juz wyjaéniali$émy znaki
sumy to operacje dokonywanych na wielkoSciach opatrzonych we wskazniki (wielkosci ,indeksowane”). Wskaznik po ktérym
sumujemy — tutaj k; k = 1,2 — musi sie powtérzy¢é pod znakiem sumy, a po wysumowaniu wielko$¢ od takiego wskaznika juz
nie zalezy. (Zauwazmy, ze mogliby$my zamiast literki k& uzyé dowolnej litery — jest to tzw. wskaznik martwy). Natomiast obie
strony réwnania 4-50 muszg zaleze¢ od wskaznika n.
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Postepujac analogicznie, jak w przypadku rozszerzenia transformacji z uktadu ¥ do ¥’ na przypadek troj-
wymiarowy bedziemy mieli transformacje odwrotng: wyrazenie wspotrzednych  nieprimowanych” Ay przez
primowane A/, (por. 4-53)

3
A=Y ap, AL, n=1,2,3 (4-57)
n=1
gdzie — analogicznie do definicji 4-52
a}m = cos /( 0 k w ukladzie &, 0§ n w ukladzie ') = ey, - €, = an. (4-58)

Transformacje pomiedzy dwoma, obréconymi wzgledem siebie, uktadami wspotrzednych sa w petni okreslone
poprzez 9-cio wartosciows ,tablice” kosinuséw kierunkowych uktadow. Wszystko jedno czy definiujemy te
tablice jako wspotczynniki ag,, czy a,,. Jak wynika z okreslenia tych wielkoéci — wzory 4-52i 4-58 — znajac
jedne znamy automatycznie drugie. Macierz transformacji odwrotnej (z uktadu X' do uktadu ) jest macierza
transponowana w stosunku do macierzy transformacji z uktadu 3 do uktadu ¥'. Taka wtasno$¢ — w kontekscie
macierzy i opisywanych przez nie transformacji — nazywamy ortogonalnosciqg macierzy (transformacji). Bedzie
o tym mowa w rozdziale dziesigtym.
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Rozdziatl 5

Liczby zespolone

5.1 Liczby zespolone — troche historii

W potowie 15. wieku problemem No.l matematyki stato sie rozwiazanie réwnanie trzeciego stopnia. Mozna
powiedzieé¢, ze czas byl to najwyzszy! Réwnanie drugiego stopnia umieli juz rozwiazywac ...rachmistrze
sumeryjscy, 2000 lat przed Chrystusem. Przez niewytlumaczalny kaprys historii rozwoju ludzkiego intelektu
problem .0 stopien wyzszy” czekal na rozwiazanie nastepne trzy i pot tysiaca lat. Rozwigzanie réwnanie
trzeciego stopnia wiaze sie zazwyczaj z nazwiskiem Girolamo Cardano (1501-1576), chociaz wydaje sie, ze
ten niewatpliwie wszechstronny uczony — prawdziwy ,cztowiek Renesansu” wykorzystal w swoich dzietach
Practica Mathematicae (1539)1 Ars Magna (1545) wyniki uzyskane przez wspoélczesnego mu (i z pewnoscia
nie ustepujacego ranga) Nicolo Tartaglia (1500-1557) , ktéry zreszta réwniez inspirowal” sie wynikami
dzialajacego o pol wieku wezesniej Bolonczyka Scipione del Ferro (1465-1526).

Technika znalezienia pierwiastkow rownania

2 +ar’+br+c=0

polegata na sprowadzeniu réwnania — poprzez podstawienie

a a®? 2a®  ab
x:y—g; p:b—g i qg=— ﬁ—g—i-c

— do pozbawionego wyrazu z druga potega rownania:
v =py+q.

To wtasnie Tartaglia pokazal, ze ostatnie rOwnanie ma rozwigzanie

I A K N
Y=z e
2 4 27 2 4 2
Jak nietrudno zauwazy¢, dla (q/2)? < (p/3)* wielko$¢ wystepujaca pod kwadratowym pierwiastkiem staje

sie ujemna. I tak na przyktad ,historyczne rownanie”, opisywane przez Rafaela Bombelliego, ostatniego z
wielkich bolonskich matematykéw 16. wieku

2 =157 + 4 (5-1)

miatoby mie¢ — zgodnie ze wzorem Cardana-Tartaglii — rozwigzanie

v =12+ v—121 + {2 - y_121. (5-2)

Wystepujace pod kwadratowym pierwiastkiem —121 przeczyto zdrowemu (szesnastowiecznemu) rozsadkowi.
Ale Bombelli wiedzial, ze rozwiazaniem réwnania 5-1 sa ,prawdziwe” (rzeczywiste liczby): 4 oraz —2 +
V3. Rewolucyjny pomyst Bombelliego polegal na zalozeniu, ze wystepujace w rozwigzaniu 5-2 pierwiastki
trzeciego stopnie to liczby zespolone, bedace suma liczby ,zwyktej” (rzeczywistej) i ,urojonej” — powstajacej
z przemnozenia pewnej liczby rzeczywistej przez v/—1. W dodatku oba pierwiastki trzeciego stopnia powinny
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sie r6zni¢ miedzy sobg pojawiajacym sie w sumie czesci rzeczywistej i urojonej znakiem, w sposob identyczny
do tego w jaki roznig sie wielko$ci wystepujace pod znakiem pierwiastka, to znaczy

V24+vV—I2l=a+6vV—1 i {2—v—121=a- V-1,

gdzie a i # nalezatoby wyznaczy¢. Przy takim zatozeniu:

24+vV—121 = =2+11V/=1=(a+ gV/—1)
= o®+3a’8vV=1+308(vV-1)* + B (V1)
= a(a® —36%) + B(3a* — B*)V-1.

Ostatnia réwnos¢ bedzie spetniona, jezeli
ala? —36%) =2 oraz ((3a® — (%) =11

Powyzsze rownania majg — w klasie liczb catkowitych — rozwigzania dla o =1 lub 2, oraz dla f =1 lub 11.
Blizsza analiza wykazuje, ze jedyny akceptowalny wybér to a =21 f = 1, a wiec rozwigzaniem 5-2 bedzie

v = V241214 V2 — Vo121
= Yo+ BvV=1p+ {(a - pV=1)3
= Y+ Ix VI 42— 1 x VoI
= 2+1xV-1)+2-1xvV-1)=4.

W ten sposdb whasnie pojawily sie | liczby zespolone” | zawierajace w sobie urojona (a wiec nieistniejaca) wiel-
kos¢ — kwadratowy pierwiastek z —1. Przez przeszto dwiedcie lat pozostawalty petng abstrakcja matematyczng
— abstrakcja, ktéra odpowiednio manipulowana mogta jednak doprowadzi¢ do realnych wynikow.

Dopiero na poczatku osiemnastego wieku powstata nowa koncepcja — wykorzystania tych tworéow mate-
matycznych do opisu ptaszczyzny. Tak jak zbior liczb rzeczywistych mozna w sposob jedno-jednoznaczny
przedstawi¢ przy pomocy osi liczbowej x (kazdy punkt osi odpowiada pewnej liczbie rzeczywistej od —oo
do oo i odwrotnie), tak mozna wprowadzi¢ jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie pomiedzy parami liczb i
punktami ptaszczyzny. Uporzadkowang pare liczb (a, b) traktowaé mozemy jako wspétrzedne konca wektora,
ktorego poczatek pokrywa sie z poczatkiem uktadu wspotrzednych. Osie tego uktadu to dwie ,tradycyjne”
osie liczbowe, 0z i Oy, z tym, ze jednostka osi 0z jest 1, a osi Oy — urojona jednostka to i = v/—1. Te jed-
nostki speliaja jednocze$nie role wersoréw osi, w tym sensie ze dowolny punkt na plaszczyinie zespolonej
(zwanej tez plaszczyzna Arganda) mozemy przedstawié jako z = 1-a+1i-b. Wspdhrzedna z-owa, (a) to czesé
rzeczywista liczby zespolonej, natomiast wspotrzedna y-owa — b to jej czesé urojona. Analogicznie méwimy o
rzeczywistej osi Oz i osi urojonej Oy plaszczyzny Oxy.

W dalszym jednak ciagu przydatnosé liczb zespolonych byta mato widoczna. Mozna ich byto uzyé (zobaczy-
my to w tym rozdziale) do zgrabnego zapisu pewnych operacji na wektorach w przestrzeni dwuwymiarowe;
na ptaszczyznie. Dopiero w drugiej potowie 19. wieku zaczeta sie objawia¢ potega algebry liczb zespolonych,
a zwlaszcza teorii funkcji zmiennej zespolonej. W fizyce wielkosci zespolone maja czesto znakomita interpre-
tacje formalng — np. zespolony wspélczynnik zatamania to wielko$é fizyczna sktadajaca sie z dwoch czesci:
rzeczywistej — odpowiedzialnej za zjawisko zalamania fali padajacej na granice dwoch osrodkéw i urojonej —
ktora odpowiada za zjawisko absorpcji.

5.2 Algebra liczb zespolonych

Mamy wiec ptaszczyzne zespolong z wybranym uktadem osi Oz i Oy. Kazdy punkt plaszczyzny to wektor (np.
a), ktory mozemy zapisaé¢ jako sume dwoch wspoétrzednych: rzeczywistej (a) i urojonej (b), przemnozonych
przez wersory osi: @ = a + ib. Dwém punktom plaszczyzny « i 5 niech odpowiadaja dwie pary liczb: (a,b) i

(¢,d). Zwykte prawa algebry, przeniesione na liczby zespolone daja — przy zachowaniu umowy, ze i = —1:
a+0 = (a,b)+ (c,d) = (a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+d), (5-3)
a-B = (a,b)(c,d) = (a+1ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + bc). 5-4)
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Rysunek 5.1: Dodawanie liczb zespolonych na ptaszczyznie Arganda.

Tak wiec suma punktéw, reprezentowanych przez liczby (a,b) i (¢, d) to punkt o odcietej a + ¢ i rzednej b+ d;
dla iloczynu odpowiednie wspotrzedne to ac — bd i ad + bc. Dodawanie liczb zespolonych — wektoréw na
plaszczyznie zespolonej ilustruje Rys.5.1.

Operacje mnozenia tatwiej bedzie nam przesledzi¢ dla kilku podprzypadkéw. I tak przemnozenie liczby ze-

spolonej (z,y) = = + iy przez rzeczywista liczbe A:
Alx +iy) = Ax + iAy (5-5)

to przemnozenie wspoOlrzednej z-owej i y-owej punktu przez A. Wektor, ktéremu odpowiada para (x,y)
ulega skréceniu (A < 1) lub wydtuzeniu (A > 1), a kierunek jego pozostaje bez zmian. Z kolei, w wyniku
przemnozenia (x,y) = z + iy przez czysto urojong liczbe i B:

iB(x +1iy) = —By + iBx (5-6)

powstaje wektor, ktérego wspotrzedna urojona to ,stara” wspéhzedna rzeczywista — wydtuzona (B > 1)

[VX] ol

X

Rysunek 5.2: Mnozenie liczby zespolonej przez .

lub skrécona (B < 1), a wspéhrzedna rzeczywista powstaje ze starej wspotrzednej urojonej, wydluzone;
lub skréconej w tym samym stosunku, po pomnozeniu przez —1. Z Rys.5.2 (trojkaty podobne) wynika, ze
mnozenie przez urojona jednostke ¢ powoduje obrét wektora o 7/2. Diugos$¢ tak obréconego wektora to stara
dhugos¢ x B.
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Rysunek 5.3: Mnozenie dwdéch liczb zespolonych.

Rysunek 5.3 ilustruje przypadek najogélniejszy (réwn. 5-4). Wektor 5 = (¢, d) mnozymy przez a i — niezaleznie
— przez ib, a nastepnie sktadamy tak uzyskane wektory. Jezeli dtugo$é¢ wektora (3 oznaczymy przez L =
V2 + d?, to z rysunku wynika, ze dlugosé wektora 5 x o = (3 x (a + ib) jest rébwna Lv/a? + b2, a wektor ten
jest obrécony (w stosunku do 3) o kat 6, przy czym:

bL b
tgl = — = —. 5-7
gl=—=— (5-7)
Poniewaz v/a? + b? to nic innego jak dlugo$é¢ wektora a, to wynik mnozenia dwoch liczb zespolonych jest
wektorem o dtugosci réwnej iloczynowi dtugosci dwoch wektoréw, czynnikéow iloczynu. Wektor ten powstaje
w wyniku obrotu jednego z czynnikéw iloczynu (np. wektora () o kat, ktérego tangens okresla stosunek czesci

urojonej i rzeczywistej drugiego czynnika.

5.2.1 Reprezentacja biegunowa liczby zespolonej; liczba zespolona sprzezona;
dzielenie liczb zespolonych
Dowolna liczba zespolona z — wektor ptaszczyzny zespolonej — moze by¢ przedstawiona w postaci sumy czesci

rzeczywistej 1 urojonej
z =T+ 1y. (5-8)

Jezeli zamiast wspotrzednych kartezjanskich (uktad dwéch osi liczbowych 0x i 0y) uzyjemy do opisu potozenia
konca wektora z wspétrzednych biegunowych: odlegtosci (od poczatku uktadu) r i kata (wektora wzgledem
osi 0z) ¢ to (Rys.5.4)

z=x+iy=rcos¢+irsing =r(cos¢+ i sing). (5-9)

W kontekscie algebry liczb zespolonych, wielko$¢ r to modut albo wartosé bezwzgledna liczby z

r=lel = e+ (5-10)

a kat ¢ to jej argument'. Tangens tego kata jest réwny (por. wzér 5-7)

tg ¢ = arg(z) = % (5-11)

'W zargonie fizyki i techniki uzywa sie takze terminu faza.
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Rysunek 5.4: Wspotrzedne biegunowe na plaszczyznie zespolone;.

Wzér 5-9 mozemy zapisaé¢ w szczegdlnie wygodnej postaci, jezeli skorzystamy z tozsamosci?
cosx + i sinx = e, (5-12)

Wéwezas ‘
z =r(cos ¢ +ising) = re'. (5-13)

Powyzszy wzér potwierdza zauwazone wczesniej operacje, jakich dokonujemy podczas mnozenia dwoch liczb

zespolonych:

2 2y = 710 - roet?? = T1T26i(¢1+¢2) = |z - |22|e[i(arg(21)+arg(zz)] (5-14)

— modut iloczynu réwny jest iloczynowi modutéw czynnikéw, a jego argument — sumie argumentow.
Aby zdefiniowaé dzielenie liczb zespolonych wprowadzmy pojecie liczby zespolonej sprzezonej (do danej liczby
zespolonej)3:

ordef iy = r(cos ¢ — isin @) = r[cos(—¢) + isin(—¢)] = re”. (5-15)
Tak wiec liczba zespolona sprzezona to wektor stanowiacy zwierciadlane odbicie wektora z w osi rzeczywistej
(Rys.5.5). Formalnie, liczbe zespolona uzyskujemy wiec zamieniajac i na —i w 5-8 i 5-13. Zauwazmy

2 2t = (x4idy) - (x—iy) =re? -re " =r* =22 47 = |2)? (5-16)

— iloczyn liczby zespolonej z i liczby do niej sprzezonej z* jest réwny kwadratowi modutu z. Teraz mozemy
juz tatwo okresli¢ operacje dzielenia dwodch liczb zespolonych z; = a + @b i 25 = ¢ + ¢d. Licznik i mianownik
utamka, przedstawiajacego soba iloraz tych liczb, mnozymy przez zespolong sprzezong mianownika

z1 a+ib a+ib c—id ac—i—bd+,bc—ad
_— = = . —= VA
29 c+id c+id c—id 2+ d? 2+ d?’

(5-17)

czyli czed¢ rzeczywista i urojong liczby uzyskanej w wyniku pomnozenia dzielnej przez zespolona sprzezona
dzielnika dzielimy przez kwadrat modutu dzielnika.

Podsumujmy: opierajac sie na ,,pomyéle” Bombelliego i = v/—1 i stosujac prawa algebry odnoszace sie do liczb
rzeczywistych (takie m.in. jak prawo tacznosci dodawania, przemiennosci mnozenia i rozdzielnosci mnozenia

2Wyprowadzenie tej tozsamosci opiera si¢ na mozliwoéci przedstawienia wszystkich wystepujacych w niej funkeji w postaci
szeregéw potegowych (szeregdéw Taylora):

- - x
e = Zn!’
n=0
>y
cosr = 1) ——
'7
— (2n)!
0 l,2n+1
sinx = Z(—l) m
n=0

Symbol n! to iloczyn 1-2-3...(n — 1) - n. Powyzsze wzory pojawia sie w analizie matematycznej.
30précz oznaczenia z* powszechnie stosowane jest oznaczenie Z.
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(x,y)

Z" R (x,-y)

Rysunek 5.5: Liczba zespolona sprzezona.

wzgledem dodawania) uzyskujemy logiczna strukture algebry liczb o dwdch ,stopniach swobody”, nazwanych
przez nas czescig rzeczywista i urojong liczby zespolonej. Z formalnego punktu widzenia nalezatoby dodac¢
jeszcze dwa szczegdly. Okreslajac takie operacje jak dodawanie i mnozenie elementu zbioru liczb rzeczywi-
stych, wprowadza sie pojecie takich elementéw jak zero i jednos¢é. Dodanie zera do danej liczby rzeczywistej
pozostawia ja bez zmian, podobnie jak pomnozenie jej przez jednosé. Mowimy wowczas o elementach neu-
tralnych w odniesieniu do operacji dodawania i mnozenia. Zauwazmy, ze takie neutralne elementy istnieja
takze przypadku liczb zespolonych:

(a,b) +(0,0) = (a,b) dodawanie (5-18)
)

1,0) = (a,b) mnozenie. (5-19)

Istniejg wiec zespolone ,zero” i ,jedno$¢”. Analogicznie, bedg istnialy tez operacje odwrotne do dodawania
liczb zespolonych (odejmowanie — dodawanie liczby zespolonej ,ujemnej”, a wiec ze zmienionymi na przeciwne
znakami czesci rzeczywistej 1 urojonej) i mnozenia (dzielenie). W tym drugim przypadku operacja odwrotna
do mnozenia bedzie istniata dla wszystkich liczb zespolonych za wyjatkiem zera: (0,0).

O dwoch liczbach zespolonych mozemy powiedzie¢, ze s rowne — bedzie to oznaczato, ze réwne sg ich czesci
rzeczywiste i urojone. Jezeli zy = x1 + 1y1 1 29 = T9 + 1Yo, to TOWNOSE

21 = 22
jest rownowazna uktadowi
I = 22
Y1 = Y.

Natomiast nie ma sensu méwienie, ze jedna liczba zespolona jest wicksza (mniejsza) od drugiej. Relacje
> 1 < majg sens tylko w przypadku liczb rzeczywistych, ,uporzadkowanych ” na osi liczbowej. Mozemy
wiec porownywa¢ moduty i argumenty liczb zespolonych, ale nie same liczby. Pewne trudnosci nastrecza
tez pojecie nieskonczonosci na plaszczyznie zespolonej. W przypadku liczb rzeczywistych nieskonczonosé
kojarzyta nam sie z lewym i prawym ,koncem” osi liczbowej — méwiliSmy wiec o nieskoniczonosci ,,dodatniej”
+00 i yujemnej’ —oo. Na plaszczyzZnie zespolonej mozemy sobie wyobrazi¢ nieskonczenie wiele sposobéow
takiego ,nieskonczonego” oddalania sie od poczatku uktadu. Nieformalnym, ale pomocnym obrazem sytuacji
bedzie wyobrazenie sobie ptaszczyzny Oxry otoczonej w nieskoriczonosci przez — takze nieskoriczone — ,morze”,
stanowigce odpowiednik dwdch nieskoniczonosci z pojedynczej osi liczbowe;j.*

4Pojecie nieskoficzonosci na plaszczyznie zespolonej wprowadza sie formalnie przy pomocy koncepcji tzw. rzutu stereogra-
ficznego. Wykracza to jednak poza ramy tego wyktadu. Spotkasz si¢ z nim przy nauce analizy funkcji zmiennej zespolone;j.

42



5.2.2 Wzér de Moivre’a; liczby zespolone i wzory trygonometryczne

Podnoszac wzér 5-13 stronami do potegi stopnia n otrzymujemy:
2" = [r(cos ¢ + isin ¢)]" = "™ = r™(cos ng + i sinng) (5-20)

i w konsekwencji '
¢"? = (cos ¢ + isin @)" = cosng + isin ne. (5-21)

Wzér ten nazywa si¢ zwykle wzorem de Moivre’a lub wzorem Eulera. Wynika z niego, jak i z 5-12, ze dobrze
nam znane funkcje sinus i kosinus — takze i wielokrotnosci katéw — moga by¢ przedstawiane jako czesci funkcji
wyktadniczej o wyktadniku urojonym. Stwarza to znakomite mozliwosci praktyczne. By¢ mozesz pamietasz
czytelniku, ile mozotu kosztowato Cie kiedy$ wyprowadzenie wzor6w na sinus i kosinus sumy (r6znicy) katow.
Przy pomocy algebry liczb zespolonych mozna je uzyskaé¢ wlasciwie natychmiast:

PRICECE) - cos(a + ﬁ) + iSiH(Oz + 6)
= . e = (cosa +isina) - (cos f % isin )

= (cosacos 3 Fsinasinf3) + i(sin o cos 3 £ cos asin [3).
Wystarczy poréwnaé czesci rzeczywiste i urojone w pierwszym i trzecim wierszu, aby otrzymac¢ dobrze znane

cos(aw = 3) = cosacos 3 F sinasin 3

sin(a £ ) = sinacos 3+ cosasin 3.

Tego typu wzoréw mozna — w réwnie prosty sposob — wykazaé¢ wiele (por. przyktady i ¢wiczenia). Liczby
zespolone s3 — miedzy innymi — bardzo skutecznym narzedziem w rozwiazywaniu problemoéw trygonometrycz-
nych. Ale nie tylko.

5.3 Potega i pierwiastek liczby zespolonej

Wprowadzenie pojecia zmiennej zespolonej — w ogélnosci zbioru punktéw plaszcezyzny zespolonej — nasuwa
automatycznie pytanie o funkcje zmiennej zespolonej. Oczywiscie naturalnym jest oczekiwaé, ze bedziemy
mieli do czynienia z wyrazeniami typu

f(z) = f(z +iy) = f(z,y)

przyporzadkowaniem konkretnym warto$ci z pewnej wartosci (lub kilku wartosci?) bedacych w ogdlnym
przypadku wartosciami zespolonymi, to znaczy sktadajacymi si¢ z czesci rzeczywistej i urojonej. Tak jest
w rzeczywistosci; co wiecej wiekszo$¢ ,przepiséw funkcyjnych” z osi rzeczywistej, okreslajacych f = f(x)
ulega dogé intuicyjnym ,rozszerzeniom”® mna plaszczyzne zespolong. I tak znany nam wzér na ,jedynke
trygonometryczng”:

sinx + cos?x = 1

wyglada doktadnie tak samo w jezyku zmiennej zespolonej:
sin® z + cos® z = 1.

Sprawy ulegaja jednak znacznemu skomplikowaniu w momencie kiedy wchodzimy w obszar rachunku réznicz-
kowego i catkowego. Nie bedziemy tutaj o tym moéwic; zasygnalizujmy tylko jedna oczywista ,komplikacje”.
Warunkiem istnienia pochodnej funkcji zmiennej rzeczywistej f(x) w punkcie xy jest réwnosé lewo- i pra-
wostronnej granicy ilorazu réznicowego przy r — xo. Na plaszczyznie zespolonej zmierzenie do punktu zg
moze odbywacé si¢ na nieskonczenie wiele sposobow, wszystkie promieniscie zbiegajace si¢ w tym punkcie
drogi sa rownouprawnione! Rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji zmiennej zespolonej stanowi z jednej
strony bogaty w tresci i pasjonujacy rozdziat matematyki, a z drugie — dostarcza wielu podstawowych narze-
dzi matematycznych, na przyktad metod obliczania catek, sum, a takze ...rozwigzywania pewnych, bardzo
podstawowych réwnan fizyki matematyczne;j.

5Proces ten formalnie nazywa sie rozszerzeniem analitycznym.
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W tym momencie ograniczymy si¢ jedynie do bardzo krotkiej dyskusji dwoch funkcji zmiennej zespolone;j:
funkcji potegowej, typu
f(z) =2" z — liczba catkowita, (5-22)

oraz funkcji odwrotnej

w(z) = Yz (5-23)
Nie ma zadnych probleméow z obliczaniem potegi catkowitej zmiennej z. Wszystko jedno czy korzystamy
przy tym z okreslenia liczby zespolonej w postaci z = x + iy, czy reprezentacji biegunowej z = rexp(if). W
pierwszym przypadku wystarczy zastosowaé wzér Newtona na potege dwumianu:

2= (w4 iy)" = Xn: ( . ) o (iy)" (5-24)

k=0
i pamietaé, ze i? = —1,3% = 4,7* = 1 itd. W przypadku reprezentacji biegunowej wykorzystujemy wzoér de
Moivre’a: Con A

2" = (re’e) = r"e?; (5-25)

podnosimy do n-tej potegi modut liczby zespolonej, a jej argument zwiekszamy n-krotnie.
Pierwiastki zespolone to sprawa nieco bardziej skomplikowana. Rozwazmy na poczatek przypadek pierwiastka
kwadratowego:

w(z) = vz

Zalozmy, ze taka liczba — 1/z — istnieje i jest réwna w = \/z + iy = u + iv. Mamy wiec

VT + iy = u+ v, (5-26)

albo
(u+iv)* =2 + iy (5-27)
z czego wynika
u? — vt =
2uv = . (5-28)

Podnoszac do kwadratu oba réwnania uktadu 5-28 i dodajac je stronami mamy

(u? — v*)? 4+ 4u*v® = 2% + ¢?

u? + v = 4[24+ 92

Zauwazmy, ze przed pierwiastkiem mamy znak '+’ — suma kwadratow dwoch liczb rzeczywistych musi by¢
nieujemna. Ostatnie rownanie, w potaczeniu z pierwszym rownaniem uktadu 5-28 daje w koncu

1
2
ut = §(x+\/x2+y2),
1
2 _
vt o= 5(—:ch/acMry?). (5-29)

Pozostaje obliczy¢ pierwiastki , aby otrzymaé po dwie — réznigce sie znakami — wartosci u i v. Aby z tak
otrzymanych czesci: rzeczywistej i urojonej zbudowac¢ pierwiastek musimy mieé¢ jednak na uwadze drugie
rownanie 5-28: znak iloczynu uv musi by¢ taki sam jak znak y. A wiec nie cztery, ale dwie mozliwe kombinacje
uiv daja nam szukane wy i wo. Na przyktad: dla z = 21—20¢ mamy /22 + y2 = v/212 + 202 = 29. Korzystajac

z 5-29 otrzymujemy u = +5,v = +2. Poniewaz y < 0 to , znaki v i v musza by¢ rézne. Mamy

albo

wy =95 — 21, oraz Wy = =5+ 21 = —w;.
Oba pierwiastki (liczby zespolone!) réznia sie znakiem.

Obliczanie pierwiastkow wyzszego stopnia jest praktycznie mozliwe tylko przy skorzystaniu z reprezentacji
biegunowej liczby zespolonej z = re. Jezeli w = /z = pe™, to (wzér de Moivre’'a) p" = r, albo p = /7.
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Jezeli chodzi o zwiazki pomiedzy argumentami to mamy analogicznie ni = 6, ale — bardziej doktadnie —
ny = 0 + 2km, poniewaz réznica pomiedzy tymi dwoma katami typu 2km (k calkowite) jest nieistotna. Tak
wiec

0+ 2k
=" (5-30)
n
Dla k = 0,1,2,...,n — 1 powyzszy wzor daje n réoznych wartosci argumentu: poczawszy od n-tej frakcji

argumentu 6 az do kata —0/n; kolejne wartosci argumentu dzieli kat 27 /n.
Na przyktad w = /=8 = v/8ei". Poniewaz n = 3, k = 0, 1,2 i kolejne wartosci wy, to:

wy = V83 =2(cosm/3 +isinm/3) =1+1iV3,

wy = VRIS — = _9
Wy — \a/gez'(w/3+2-27r/3) =...=1- Z\/g

Wszystkie n pierwiastkéw liczby zespolonej z = re¢ lezy w n wierzchotkach wielokata forem-
nego, wpisanego w okrag o promieniu /7. Orientacja wielokata jest taka, ze argument ,pierwszego”
pierwiastka wy (zwanego takze wartoscia glowna pierwiastka) to n-ta frakcja kata 6. W szczegdlnosci, wy-
ciagajac pierwiastek z dodatniej liczby rzeczywistej (§ = 0) pierwszy pierwiastek (wierzchotek wielokata) tez
znajduje sie na osi rzeczywistej — por. Rys. 5.6.

A
w w
2 ‘,-"'—-_"’- "
Fd \\
4
’ *

Rysunek 5.6: Pierwiastek zespolony: /1.

5.4 Obroét wektora na ptaszczyznie

W poprzednim rozdziale, przy pomocy rozwazan trygonometrycznych (por. rysunek 4.8) wyprowadziliSmy
wzory wigzace ze sobg wspotrzedne wektora r:

¥ = wxcosf + ysinb

/

y = —xsinf + ycosb. (5-31)

Wzory 5-31 postanowiliSmy traktowac¢ jako robocza definicje wektora: jako wielkosci, ktérej wspotrzedne
transformuja sie przy zmianie (obrocie) ¥ wlasnie tak jak to z tych wzoréw wynika. Zauwazmy, ze wzory te
moglibysmy bardzo tatwo uzyskaé¢ przy pomocy liczb zespolonych. Wektor » w uktadzie 3 to

r=x+1.
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Uktad ¥/ powstaje przez obrét o kat . Zamiast obraca¢ uktad, obréémy wektor — o kat —f. Obrotowi (o kat
—0) na plaszczyznie zespolonej odpowiada mnozenie przez exp(—ifl). Nowy wektor to:

e xr = (cosh—isind) x (z+iy)
= xcosf+ysinf +i(—xsinh + ycosh) =z’ + iy

— zamiast rozwigzywaé trojkaty z rysunku 4.8 wystarczy przemnozy¢ dwie liczby zespolone!
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Rozdzial 6

Przestrzenie wektorowe

6.1 Wprowadzenie

Dwuwymiarowa plaszczyzna — zbiér punktéw opisanych dwdjka wspotrzednych (z,y), lub (zq, z5), oraz 3-
wymiarowa przestrzen — punkty (z,y, z), lub (21, z9,x3), to najprostsze przyklady przestrzeni wektorowe;.
W geometrii i w fizyce spotykamy jednak czesto obiekty, ktorych opis wymaga okreslenia wiecej niz trzech
wielkosci liczbowych. Na przyktad, rozwazmy uktad (rodzine) sfer w przestrzeni 3-wymiarowej. Kazda z nich
bedzie okreslona przez podanie trzech wspotrzednych jej srodka oraz promienia — w sumie czterech liczb.
Przestrzen utworzona przez sfery jest 4-wymiarowa. Inny przykltad: zastanéwmy sie, ile wspotrzednych jest
potrzebnych do okreslenia potozenia bryty sztywnej w przestrzeni 3-wymiarowej? Potozenie srodka masy ciata
to 3 liczby (jego wspoirzedne). Do tego trzeba okresli¢ kierunek wybranej osi, przechodzacej przez srodek
masy. Potrafimy to zrobi¢ podajac dwie liczby — kosinusy katéw, jakie tworzy ta o$ z dwoma (z trzech) osiami
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Wystarcza dwa katy, bo z faktu, ze o$ przechodzi przez okreslony
punkt w przestrzeni (Srodek masy ciata) mozna wyliczy¢ trzeci kat (i jego kosinus). Ostatnia — szésta — liczba,
to kat obrotu wzgledem tej osi. Zbior wszystkich bryt sztywnych, zanurzonych w 3-wymiarowej przestrzeni,
tworzy wiec przestrzen 6-wymiarowa.

Te nieco abstrakcyjne (przynajmniej dla n > 3) struktury stanowia potezne narzedzie matematyczne w roz-
wiazywaniu wielu probleméw fizyki. Uzywajac przestrzeni wektorowej staramy sie, aby kazdy uktad fizyczny
mozna bylo przedstawi¢ jako element tej przestrzeni, tak zwany wektor stanu. W takim wektorze stanu
powinna tkwi¢ cata informacja o uktadzie, chociaz sam wektor nie musi reprezentowa¢ okreslonego ,bytu”
fizycznego. Na przyktad, funkcja ¢» w mechanice kwantowej nie ma bezposredniej interpretacji fizycznej; ta
ostatnig posiada natomiast kwadrat jej modutu |1|?> — reprezentujacy gesto$¢ prawdopodobieristwa znalezienia
obiektu kwantowego w sasiedztwie danego punktu przestrzeni.t

Taki wektor stanu moze by¢ (i czesto jest, jak wynika z powyzszej uwagi) pewna wielkoscia abstrakcyjna,
ktéra matematycznie mozemy wyrazaé na wiele (nieskoniczenie wiele) réznych, ale réwnowaznych sposobow.
Konkretny sposéb wyrazenia, albo reprezentacji wektora stanu zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych. Ten
sam wektor pola elektrycznego bedzie mial rézne wspotrzedne (a wiec rézne reprezentacje) w dwoch réznych
ukladach wspéhrzednych, z ktérych jeden jest, na przyktad, obrécony wzgledem drugiego (por. punkt 4.5).
W takich, ogdlnie rzecz biorac, n-wymiarowych? strukturach — uporzadkowanych uktadach (rodzinach) liczb
rzeczywistych, reprezentujacych wspotrzedne punktu przestrzeni wektorowej, musimy zdefiniowaé¢ pewne ,re-
guty gry”. Poprzez analogie z rozwazanymi juz operacjami na wektorach i ich wspotrzednymi na ptaszczyznie
(n =2) 1w ,zwyklej” przestrzeni (n = 3) wszystkie takie uklady nazywaé bedziemy przestrzeniami wekto-
rowymsi. Formalnie przestrzen wektorowa IR", bedzie to pewna struktura algebraiczna, zawierajaca w sobie
wszystkie wtasnosci jej elementow — wektoréw V', o wspotrzednych V;, ¢ =1,... n:

V=W,Va,...,Vi,...,Vp). (6-1)
Dwa wektory V' i W mozemy dodawaé, lub odejmowac:

V+W = (‘/1+W17‘/2+W27"'avk+Wk7--'7Vn+Wn)7 (6_2)

! Przestrzenie wektoréw stanéw w mechanice kwantowej sg przestrzeniami o nieskoficzonej liczbie wymiaréw. Niema to jednak
wplywu na sens powyzszej uwagi.

2Nie definiujemy jeszcze w tym miejscu formalnie wymiaru przestrzeni wektorowej; méwiac o n-wymiarowych strukturach
mamy na mysli tylko liczbe wspétrzednych wektora. Definicja wymiaru przestrzeni pojawi sie dalej.
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V-W = (‘/1_levé_WZ?"-aV;ﬂ_ka-'-aVn_Wn)- (6—3)

Z powyzszych wzoréw wynika, ze odejmowanie wektora W to dodawanie wektora ,ujemnego” (o zwrocie
przeciwnym) —W; analogicznie do 6-1:

—W = (=W, —Wo, ..., Wg,...,—W,). (6-4)
Dwa wektory V' i W' sg sobie réwne wtedy i tylko wtedy, jezeli
V;=W,;, dlakazdegoi=1,...,n, (6-5)

a ich réznicy jest wtedy wektor
V—W:(‘/1_WIJ‘/Q_W27"'7‘/;€_W/€7"‘JVH_WTL>:(0707“'707""0)7 <6_6)

tak zwany wektor zerowy.
Tak jak w przestrzeniach 2- i 3-wymiarowych wektor V' mozna mnozy¢ przez liczbe (skalar):

aV = (aVy,aVs,...;aVy,...,aV,). (6-7)

Wszystkie wspotrzedne wektora ulegaja przemnozeniu przez .

Tak jak powiedzieliSmy juz — uklad wszystkich wektoréw (o n wspoélrzednych), rozpatrywany w kontekscie
okreslonych powyzej operacji dodawania i mnozenia przez liczbe nazywamy przestrzenig wektorows.
Okreslenie ,regut gry” w przestrzeni wektorowej — operacji dodawania wektoréw i mnozenia ich przez skalar
nie musi oznacza¢, ze z operacji tych wynika zawsze pewien okreslony pozytek. Jezeli na przyktad w 4-
wymiarowej przestrzeni dwa wektory:

Wektor I: (1,91, 21, R1)
Rodzina II: ([IZ’Q, Y2, 29, Rg)

oznaczaja odpowiednio dwie sfery: srodek pierwszej z nich jest w punkcie (x1,yi,21), a sfera ma promiefi
Ry; srodek drugiej (o promieniu Ry) — w punkcie (xg, 9, 22), to w pierwszym momencie nie widaé¢ pozytku
z dodania takich dwoch wektoréw. Zauwazmy jednak, ze mozna na przyktad traktowac¢ rodzine sfer koncen-
trycznych, o wspélnym $rodku w punkcie przestrzeni (3-wymiarowej) (x,y,z) i o dowolnym promieniu R;,
jako sumy wektora

(x,y,2,0) 1iwektorow (0,0,0, R;).

Podobnie, w 6-wymiarowej przestrzeni potozenia (3 pierwsze wspéirzedne) i pedu (kolejne 3 wspotrzedne)
czastki o masie m kombinacje liniowe typu:

D)

(0,0,0,v, (1) o
(2) 1(2))

)
(0,0,0,v2, v

»Y

(r,9,2,0,0,0) +m - ... ... ...
(0,0,0, v, vék), v k)

to wszystkie mozliwe stany czastki, znajdujacej sie w punkcie o wspétrzednych (z, y, z) i majacej trzy sktadowe
pedu réwne: mu(®, mvz(f), mvF) (znowu mamy do czynienia z nieskoniczong liczba mozliwoéci — wskaznik (k),
Lhumerujacy” rézne stany pedu zmienia sie w sposéb nieograniczony).

6.1.1 Formy liniowe

Jedng z mozliwych sytuacji, kiedy mamy takze do czynienia z wektorami — a doktadniej: wielko$ciami wyka-
zujacymi identyczne cechy formalne jak wektory — jest liniowe rownanie typu

a1y + oo + ...+ agxp + ...+ apx, = 0 lub (6-8)
141 242 kLk ntn — stala.
Wystepujace po lewej stronie wielkosci 1, . . ., z,, to (szukane) niewiadome, natomiast wspétezynniki aq, . .., ay,
mozna traktowac¢ jako wspolrzedne wektora a. Lewa strone 6-8
f(z) = a1z + asxo + ...+ apzp + ...+ anzy, (6-9)
nazywamy formg liniowg zmiennych x4, ..., x,; jest ona jednoznacznie okreslona przez wektor a. I odwrotnie:
kazdemu wektorowi a, a = (a4, ..., a,) odpowiada pewna forma liniowa.

Takimi formami liniowymi sg lewe strony wszystkich réwnan, o ktérych traktuje rozdziat trzeci.
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6.2 Wektory liniowo zalezne

Na rysunku 6.1 pokazany jest schemat dodawania wektorow na ptaszczyznie — wektor C' jest suma wektordw
A i B; podobnie mozemy powiedzie¢, ze B = C — A, lub A = C — B.

Zatézmy, ze mamy dwa wektory A i B — dowolne, ale nie wspétliniowe. Wspotliniowosé wektoréw oznacza,
ze jeden z nich, np. B, moze by¢ zapisany jako B = aA. Wéwczas dowolny wektor C' moze by¢ zapisany w
postaci liniowej kombinacji, wektorow A i B — ich sumy z pewnymi wspélczynnikami liczbowymi a i b:

C = aA +bB. (6-10)

C=05A-8B
<7
C

C=05A+0.7B
C=A+B

ﬁc —
C C=2A

Cc=-05A+B C=-A-04B

Rysunek 6.1: Wektor C' jako rézne liniowe kombinacje niewspotliniowych wektorow A i B.

Kilka prostych przyktadéw, ilustrujacych zasadnos¢ tego stwierdzenia mozna zobaczy¢ na Rys. 6.1. Zauwaz,
ze w niektoérych z nich nie wystepuja oba sktadniki sumy.
Analogicznie mozemy wprowadzi¢ pojecie liniowej kombinacji r wektoréw (r > 2):

W:a1V1 +CL2V2+...+CLTVT. (6-11)

Zwr6é uwage, ze w tym wzorze V; to i-ty wektor (o n wspolrzednych !), a nie i-ta wspétrzedna wektora V/
— rozpisanie powyzszego wzoru na wspotrzedne zmusza nas do uzycia podwédjnego wskaznika:

Wi= (W =a (Vi) +as(Va), +...+a (V,),. (6-12)

Uktad r wektorow nazywa si¢ ukladem liniowo zaleznym jezeli przynajmniej jeden z nich mozemy wyrazi¢
w postaci liniowej kombinacji pozostalych; w przeciwnym przypadku mamy do czynienia z uktadem wek-
toréw liniowo niezaleznych. Szczegélnym przypadkiem liniowej zaleznosci sg dwa wektory wspotliniowe na
plaszczyznie — B = aA.

Przyjetym powszechnie sposobem méwienie o liniowej (nie)zaleznosci jest nastepujace:

Twierdzenie 6.1 Uklad r wektoréw (por. 6-11) jest liniowo zaleiny wtedy i tylko wtedy gdy réwnanie
k1V1 + ksz + ...+ /{:TV,« - 0 (6-13)
jest spetnione dla przynajmniej jednej z liczb ki, ko, ..., k, réinej od zera.

Oba sformulowania sg oczywiscie réwnowazne. Jezeli np. wektor V,. moze by¢ wyrazony jako kombinacja
liniowa

V,=LVi+bLVa+...+1,_1V,_4, (6-14)

to mamy réwnanie
LWVi+LVe+... +1,4V,_ 1 —-V,=0, (6-15)
a wiec réwnanie 6-13 , w ktérym na pewno jeden wspoétczynnik jest rézny od zera (a, = —1). Z kolei

zachodzenie réwnosci 6-13, w ktorej jeden wspodtezynnik jest rozny od zera — na przyktad k. # 0, pozwala
przepisa¢ to rOwnanie w postaci:

Ak by ke
Ve () v () Vs ()i 019
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z ktoérej wynika, ze wektor V', jest kombinacjg liniowa r — 1 wektoréw: V1, Va,... .V, _1.
Zwr6éémy uwage na to, ze rown. 6-13 to uktad n réwnan jednorodnych; wspotczynnikami uktadu sg wspot-

rzedne wektoréw, a niewiadomymi — liczby ky, ks, ..., kp:
ky(Vi), + ke (Vo) +...+k (V,), = 0,
ki (Va)y ke (Va)p o4k (Vi) =0, (6.17)
‘kl (Vi), +ka(Va), + ...+ k- (Vy), ~ 0

i rozstrzyganie o liniowej (nie)zaleznosci wektorow mogtoby polegaé¢ na rozwiazaniu takiego wlasnie uktadu.
W nastepnym punkcie podamy nieco inng, bardziej podstawowa metode.
Oczywistym wnioskiem z okreslenia liniowej zaleznosci jest:

Twierdzenie 6.2 Jezeli pewien poduktad wektorow V4,..., V,, ukladu wektorow Vq,..., V, (gdziep <r)
jest lintowo zalezny, to caly uktad jest tez lintiowo zaleziny.

Jezeli bowiem mamy spetnione réwnanie
EiVi+kVae+ .. . +EV,=0 (6-18)
przy przynajmniej jednym k; ré6znym od zera to spelione jest takze
BiVi+kVo+ . . +EV,+0-kuVpa+...+0-V,. =0 (6-19)

z ktérego wynika liniowa zaleznos¢ catego uktadu.

Powyzszy wniosek ma swoje zwierciadlane odbicie w odniesieniu do wtasnosci liniowej niezaleznosci — ale juz
tylko w ,,jedng strone”. Jezeli uktad r wektoréw jest liniowo niezalezny to kazdy jego poduktad p wektorow
(p < r) jest tez liniowo niezalezny. Ale liniowa niezaleznosé dowolnego poduktadu nie przeswiadcza juz o
niezaleznosci petnego uktadu wektordw.

Teraz jesteSmy w stanie zdefiniowaé¢ pojecie wymiaru n przestrzeni wektorowej IR": n jest to maksymalna
liczebno$é uktadu liniowo niezaleznych wektoréw nalezacych do przestrzeni. Takich uktadéw jest nieskonczenie
wiele i kazdy z nich tworzy baze przestrzeni wektorowej.® Kazdy wektor nalezacy do IR" moze byé¢ wyrazony
jako liniowa kombinacja wektoréw bazy; méwimy, ze n wektoréw bazy napina (generuje) przestrzen IR".
Najprostszym przyktadem uktadu liniowo niezaleznych wektorow o n wspotrzednych jest uktad:

& = (1,0,0,...,0),
252 = (0,1,0,...,0), (6-20)
én = (0,0,0,...,1)
a wiec uktad wektorow jednostkowych. Rzeczywiscie, zgodnie z 6-13, rownanie
k1&1 + koba+ ... + k& =0 (6-21)

oznaczaloby, ze wektor wystepujacy po lewej stronie, réwny
(kla k27 v 7kn)

jest réwny zeru, a to z kolei oznacza (patrz wyzej), ze wszystkie k; =0,i=1,2,... n.
Uktad 6-20 nazywamy bazq kanoniczng przestrzeni IR".

Twierdzenie 6.3 (o wymiarze przestrzeni wektorowej) Kazdy uklad s wektorow n-wymiarowej prze-
strzeni wektorowej jest — dla s > n — uktadem wektorow liniowo zaleznych.

3Poniewaz rozpoczynajac omawianie tematu przestrzeni wektorowej znaliémy juz pojecie wspoétrzednej mieliémy de facto
dobre, cho¢ nieco intuicyjne, wyobrazenie o wymiarze przestrzeni: jest to liczba wspolrzednych, ktore jednoznacznie i w najbar-
dziej ogdélnym przypadku okredlaja wektor nalezacy do danej przestrzeni. Zauwaz jednak, ze moglibysSmy rozpoczaé dyskusje o
przestrzeniach wektorowych bez wprowadzania pojecia wspélrzednych. Wéwcezas formalna definicja wymiaru wiaze sie wlasnie
z liczebno$cia bazy.

50



Dowdd: Przypusémy, ze nasze s wektoréw to

a; = (a11, aig, ... ,am)
as = (a21; 22, - - - 7a2n)
as; = (asla As2, - - . 7asn)

(pierwszy wskaznik to wskaznik wektora, drugi — wspétrzednej). Test liniowej zaleznosci, réwnanie
k1a1 + kgaz + ...+ ksas =0 (6—22)
rozpisujemy dla poszczegdlnych wspotrzednych wektordw:

a11k1 + Clglkg 4+ ...+ aslks = 0,
ai2k1 + agks + ... + axks 0,

alnk‘l + agnk’g + ...+ asn/{:s = 0.

Jest to uktad n rownan na s niewiadomych: kq, ko, ..., ks. Dla n < s taki uktad (por. przyktad w punkcie
3.2; bedziemy o tym méwié zreszta jeszcze w tym rozdziale) zawsze nietrywialne rozwigzanie; istnieja wiec
k1, ko, ..., ks nie wszystkie réwne zeru, uktad jest liniowo zalezny.

Mozemy tez moéwi¢ o bazie przestrzeni wektorowej, jako o uktadzie n liniowo niezaleznych wektoréw V1, Vo,
..., Vo, ktory po dotaczeniu do uktadu dowolnego wektora W staje sie uktadem liniowo zaleznym: wektor
W moze zosta¢ wyrazony jako liniowa kombinacja wektoréw V1, Vo, ..., V. (Czasem zamiast pojecia bazy
uzywa sie pojecia maksymalnego — tzn. o maksymalnej liczebnosci — uktadu wektoréw liniowo niezaleznych.)
Rozwazajac dwa uktady wektoréw: V1, Vo, ..., V. i W1, W, ..., W, mozemy powiedzieé, ze uktad {W'}
wyraza sie liniowo przez elementy uktadu {V'} jezeli kazdy wektor W, i = 1,..., s moze by¢ przedstawiony
jako liniowa kombinacja wektoréw{V}. To pojecie jest przechodnie: jezeli rozwazy¢ np. trzy rodziny (uktady)
wektorow

Qar, b37 &2

i kazdy wektor ¢; wyraza si¢ jako liniowa kombinacja uktadu {b}, a kazdy wektor by wyraza sie jako linio-
wa kombinacja ukladu {a} to kazdy wektor ¢; moze by¢ wyrazony jako liniowa kombinacja uktadu {a}.
Rzeczywiscie, mamy

c; = Cpby +... +Cib, = Z Cir by,
k=1

(Cir — wspblezynniki liczbowe kombinacji liniowej); z kolei

be = Y Bim@m,

m=1

a wiec
,

C; = Z Cik <Z Bkmam> = Z (Z CikBkm) Am = Z Aim @,
k=1 m=1 k=1

m=1

gdzie wspotczynniki liniowej kombinacji, A;,, to sumy:

k=1

Méwimy, ze dwie rodziny (uktady) wektoréw sa rownowazne, jezeli kazdy wektor nalezacy do jednej z nich
mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw drugiej rodziny. Jezeli dwie rodziny sa rownowazne i jezeli
pewien wektor (element przestrzeni wektorowej) mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw jednej
rodziny, to bedzie on takze kombinacja liniowg wektorow drugiej rodziny.

Mamy takze oczywiste
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Twierdzenie 6.4 Jezeli w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej mamy dwie rodziny wektorow:

Rodzina I: (&1,82,...,&),
Rodzina II: (M1,m2,...,1Ms)

1 rodzina I jest lintowo niezalezna, a jej wektory wyrazajq sie poprzez kombinacje liniowe drugiej, to liczba
wektorow w pierwszej rodzinie nie moze byé wieksza od liczby wektorow w drugiej: r < s.

Z ostatniego twierdzenia wynika tez, ze dwie rownowazne rodziny liniowo niezaleznych wektoréw zawieraja
te same liczby sktadnikow.

Kazde dwie bazy przestrzeni wektorowej sa rodzinami rownowaznymi, a wiec musza zawiera¢ te sama liczbe
sktadnikow. Poniewaz wykazalidmy, ze dla s > n uklad wektoréw musi by¢ liniowo zalezny (nie moze by¢
baza), a z drugiej strony zidentyfikowalismy w IR™ n-elementowa baze 6-20 wynika z tego, ze wszystkie bazy
muszg sktadac sie z n wektorow.

6.3 Podprzestrzen wektorowa; baza

Kazdy podzbiér przestrzeni wektorowej IR", bedacy sam przestrzenia wektorowa — to znaczy zamkniety (patrz
nizej) w stosunku do operacji dodawania wektoréw i mnozenia ich przez liczbe — nazywamy podprzestrzeniq
wektorowq IL. 1 tak, w ,zwyktej” tréjwymiarowej przestrzeni, mozemy wyrozni¢ podprzestrzen sktadajaca sie
z wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspétrzednych i lezacych na jednej ptaszczyznie (lub prostej),
przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych. Warunki zamkniecia w stosunku do operacji dodawania
wektoréw i mnozenia ich przez liczbe to:

1. Jezeli wektory V1 i V5 nalezg do IL, to ich suma, wektor V' + V5 takze nalezy do IL;
2. Jezeli wektor V' mnalezy do IL, to wektor oV (« — dowolna liczba) takze nalezy do IL.

Z drugiego warunku wynika, ze do (kazdej !) podprzestrzeni IL nalezy wektor zerowy (o = 0), a takze wektor
przeciwny do kazdego wektora V' (o = —1). A jezeli tak, to na mocy warunku pierwszego, do IL naleza takze
réznice dwdch dowolnych jej elementéw (wektoréw).
Szczegdlnymi przypadkami podprzestrzeni IR" bedzie sama przestrzen IR" oraz wektor zerowy (tzw. podprze-
strzen zerowa). Ciekawszy przyklad podprzestrzeni otrzymamy biorac skoriczony uktad wektoréw nalezacych
do IR"

ai,as, ..., a, r — dowolne (6-23)

i okreslajac IL jako zbior wszystkich wektoréw dajacych sie przedstawi¢ jako liniowe kombinacje 6-23. Dwa
takie wektory, b i ¢, to

b=p0ay+ Bhaz+...+5a,, i c=ma;+raz+... +ya,. (6-24)

Suma wektoréw
b+c=(fi+m)ar+ (Bo+1)az+ ...+ (B +7)ar,

a takze iloczyny ich przez liczbe:

ab = afiay + abraz + ...+ afba,,

ac = ava1 + aYyas + ...+ avQ,,

nalezg do przestrzeni I..

Moéwimy, ze dana podprzestrzen IL jest generowana przez uktad wektoréw 6-23, albo ze uklad (rodzina)
wektorow generuje (albo napina) przestrzen IL. Oczywistym jest, ze kazda liniowa podprzestrzen IL przestrzeni
IR"™ jest generowana przez pewng skonczong rodzine wektoréw i — za wyjatkiem podprzestrzeni zerowej —
kazda podprzestrzen posiada pewna baze. Zauwazmy, ze wprowadzajac uktad generujacy 6-23 nie zadaliSmy
linowej niezaleznosci wektoréow a;. Formalnie wymog taki jest zbyteczny, ale praktycznie wybieramy zawsze
uktady generujace jako uktady liniowo niezalezne. Nawigzujac do przytoczonego wyzej przyktadu — kazde dwa
niewspoétliniowe wektory lezace w plaszezyznie 3 moga by¢ rodzina generujaca (napinajaca) te plaszczyzne.
Do takich dwoch wektoréw moge doda¢ dowolng liczbe wektoréw lezacych na > — ale poniewaz kazdy z nich
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moze by¢ przedstawiony jako liniowa kombinacja dwoch pierwszych takie powiekszanie rodziny generujacej
nie wnosi nic ciekawego (nowego).
Sktadajaca sie z liniowo niezaleznych wektoréw rodzina generujaca (pod)przestrzeni jest baza tej (pod)przest-
rzeni. Uzyskujemy nowa (réwnowazna) definicje bazy (pod)przestrzeni wektorowej: baza to rodzina generujgca
o minimalnej liczbie skladnikow (wektorow).
Wymiar dowolnej podprzestrzeni IL przestrzeni wektorowej IR" jest okreslony przez liczbe wektorow bazowych
tej podprzestrzeni i nie moze by¢ wiekszy od n (dla podprzestrzeni zerowej wymiar jest wiec zero.) Jezeli
mamy dwie podprzestrzenie I, 1 I, to zbior Iy wektoréw, ktore naleza do I, i do I, nazywamy iloczynem,
albo przecigciem tych dwoch podprzestrzeni. Mozemy mieé¢ takze sume L, podprzestrzeni I, i I, — zbioér
wektorow, ktore nalezg do I, albo do II,. Oznaczajac wymiary podprzestrzeni Iy, I, Iy i IL, odpowiednio
przez dy, ds dy i dy mamy:

dy =dy + dy — dy. (6-25)
Powyzszy wzoér wynika z ogoélnej teorii zbioréw, ale mozemy go tatwo udowodni¢. Oznaczmy baze podprze-
strzeni I przez

ai,asz,..., a4, (6—26)
i uzupetijmy ja, tak aby mogta tworzy¢ baze dla I,:
CL1,CL27...,ado,bd0+1,...,bdl (6—27)
i Ly
1,02, ...,04y,Cdot1;---Cdy- (6-28)

Rodzing generujaca dla podprzestrzeni I, beda wszystkie wektory 6-26, 6-27 i 6-28:
a;,asz,...,a4,, bd0+1, ey bdl, Cdo+1y---5Cdy- (6-29)

JeSt lCh Irzecz WléCle d = dl + dQ — d : pozostaje udOWOdnié 7€ s one baza! liniOWO niezaleZne. VV tym
+ 05 )
Celu oz waZmy réwnanie

ajar + ...+ Ay Qdy + 5d0+1bd0+1 +...+ /Bdlbdl
+ Ydo+1Cdo+1 + -+ VarCay = 0, (6_30)

gdzie oy, B 1 v sa pewnymi (niewiadomymi) wspétczynnikami liczbowymi. Jezeli to réwnanie jest spetnione,
to mozemy wprowadzi¢ wektor D

D = ajay + ...+ Oy Qg + ﬁd0+1bd0+1 + ...+ ﬁdlbdl
=  ~Ydo+1Cdo+1 — - -+ — Vd2Cdo- (6-31)

Wyrazenie w lewej czesci réwnania to wektor nalezacy do I;; a wyrazenie w prawej czesci — wektor nalezacy
do II,. Oba te wyrazenia reprezentuja jeden i ten sam wektor D. Wektor ten nalezy w taki razie do I, i
jako taki moze by¢ wyrazony jako kombinacja liniowa wektoréw bazy 6-26. Z wyrazenia po prawej stronie
6-31 wynika jednak, ze D moze by¢ tez wyrazony jako kombinacja liniowa wektoréw cgy+1,--.,Cd,. Ale
poniewaz wektory te, wraz z baza 6-26 tworza baze 6-28 (uktad wektoréw liniowo niezaleznych!) to wszystkie
wspotczynniki Vg, 41, - - ., Y4, Musza by¢ rowne zeru. Wektor D jest wektorem zerowym, a jezeli tak, to jego
wspolrzedne w bazie 6-27 — wspolezynniki o, ..., aq, oraz B4,41, ..., 34, sa tez rowne zeru. Réwnanie 6-31
ma tylko rozwigzanie trywialne; uktad 6-29 jest ukladem wektoréw liniowo niezaleznych. (Dla wnikliwego
Czytelnika: przeprowadz ten sam dowod dla podprzestrzeni Iy bedacej podprzestrzenig zerows, tzn. dla
do =10.)

6.4 Rzad macierzy

Majac do czynienia z uktadem n-wymiarowych wektorow nasuwa si¢ pytanie: jak okresli¢ czy jest to uktad
liniowo niezaleznych wektorow? Jednym ze sposobow byloby rozwiazanie uktadu odpowiednich réwnan jed-
norodnych — takiego jak, np. 6-17. W tym podrozdziale zapoznamy si¢ z bardziej uniwersalng metoda, stano-
wiaca zreszta punkt wyjscia do uogoélnienia naszych wiadomosci o metodach rozwigzywania uktadéw rownan
liniowych.
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Przypusémy, ze mamy macierz A o s wierszach i n kolumnach (liczby s i n zupelnie dowolne!):

a;pr a1 ... Qip
ao1 Q22 ... Q92p (6-32)
as1 Qg2 ... Ggp

Kazda z n kolumn macierzy moze by¢ traktowana jako s-wymiarowy wektor. W takim kontekscie mozemy
méwié o liniowej (nie)zaleznosci kolumn macierzy. Rzqd ukladu kolumn okreslamy jako maksymalng liczbe
lintowo niezaleznych kolumn-wektorow A ; rzqd wektoréw-kolumn bedziemy nazywac tez rzedem macierzy A .
Podobnie moglibyémy traktowaé¢ s wierszy macierzy jako s wektoréw n-wymiarowych i okresla¢ rzad macierzy jako
liczbe liniowo niezaleznych wierszy-wektoréow. Oba podejscia dadza ten sam wynik!

W rozdziale trzecim zdefiniowaliémy pojecie minora macierzy kwadratowej. Pojecie to mozna uogoélni¢ na
przypadek dowolnej macierzy: elementy macierzy, lezace na przecieciu dowolnie wybranych k wierszy i k
kolumn (k < min(s,n)) tworza minor stopnia k. Interesuja nas teraz minory (wyznaczniki!) ktére sa rézne
od zera, a konkretnie — minory o najwiekszej mozliwej wartosci k. (Pamietajmy, ze jezeli wszystkie minory
stopnia k sg réowne zeru, to wszystkie minory wyzszych stopni beda tez rowne zeru — wynika to z techniki
rozwiniecia Laplace’a).

Mamy:

Twierdzenie 6.5 (o rzedzie macierzy) Rzqd macierzy jest réwny najwyiszemu stopniu niezerowych wy-
znacznikow tej macierzy.

Dowdéd:
Zatézmy, ze najwyzszy niezerowy minor D # 0 macierzy A jest stopnia r i — dla prostszego rachunku — jest
to minor ulokowany w jej géornym lewym rogu:

ay ... Qip Q1 pr41 .- QAin
D
./4 . Qr1 ... Qpp Qrrq41 --- Qpp (6—33)
Qry11 -0 Qrylpr Arylpr41 --- Qriyinp
Qg1 c. Agy Qg r41 .. Agsn

Pierwsze r kolumn macierzy A tworzy uktad liniowo niezalezny — gdyby wektory-kolumny byty liniowo
zalezne, to (przynajmniej) jeden z nich bytby liniowa kombinacja pozostatych, a wiec wyznacznik D byltby
réwny zeru (wlasnosé 2d — punkt 3.4). Natomiast kazda [-ta kolumna (r < [ < n bedzie liniowa kombinacja
pierwszych r kolumn.

Aby to wykazaé¢, utwérzmy wyznacznik A; stopnia r + 1:

ayip ... Qi Gy
Ar1 .. Qpp Gy
Q41 Qi Qg

powstalty w wyniku ,dotozenia” do D odpowiednich wyrazéw I-tej kolumny (r < [ < n) ii-tego (i — dowolne)
wiersza. Wyznacznik A; jest réwny zeru dla kazdego i; jezeli ¢ > r to wynika to z wyboru r jako kresu gérnego
stopnia niezerowego wyznacznika; jezeli ¢ < r to w wyznaczniku mamy dwa identyczne wiersze.

Pozostaje zastosowaé do A; rozwiniecie Laplace’a wg. ostatniego wiersza:

Ai = O = ailM[“] + a,-zM[iQ] + ...+ CLirM[iT] + CLZ'ZMW}, (6-35)

gdzie MU*; k= 1,... 1 sa dopelieniami algebraicznymi elementéw a;,. W szczegdlnoéci MW = D # 0, a
wiec

;1 = — D ;1 — D Qo — ... — TCLZ'T. (6—36)

Poniewaz ¢ byto dowolne, 2 = 1,..., s to cala l-ta kolumna wyraza si¢ poprzez kombinacje liniowe pierwszych

r kolumn - cbdo.
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Twierdzenie o rzedzie macierzy dostarcza wiec praktycznego sposobu rozstrzygania kwestii czy dany uktad
wektorow jest liniowo zalezny, czy nie: tworzymy macierz, ktérej kolumnami sg wektory i okreslamy rzad
macierzy. Ten ostatni jest rowny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych wektoréw nalezacych do naszego
uktadu.

Dowod twierdzenia daje takze pewna wskazowke praktyczna: w dowodzie interesowaly nas tylko minory
stopnia 7 + 1 ,otaczajace” niezerowy minor D. Dlatego okreslajac rzad macierzy staramy sie wyszukiwac
kolejno niezerowe minory, poczynajac od najnizszego (tzn. drugiego) stopnia. Jezeli zlokalizujemy niezerowy
minor stopnia k to rozpatrujemy otaczajace go minory stopnia k 4+ 1; jezeli wszystkie beda rowne zeru to
rzad macierzy jest rowny k.

Przyklad 6.1 Aby okresli¢ rzad macierzy

2 -4 3 10
1 =2 1 —4 2
0o 1 -1 31 (6-37)
4 =7 4 —4 5
zauwazmy, ze rozny od zera minor to np.
-4 3
d= ‘ 9 1 i # 0. (6-38)
Przylegty minor trzeciego rzedu
2 -4 3
d=1 -2 1 (6-39)
0o 1 -1
jest r6zny od zera (d' = 1), ale kolejne, przylegte do d’ minory:
2 -4 3 1 2 -4 30
1 -2 1 —4 1 -2 1 2
o 1 -1 3|=% Jo 1 -11]7° (6-40)
4 =7 4 —4 4 =7 45

tak wiec rzad macierzy 6-37 jest réwny 3.
Przyktad 6.2 Aby znalezé maksymalny uktad liniowo niezaleznych wektoréow — baze — dla czterech wekto-
row:

Vl = (27 _27 _4>7 V2 = (17973)7 V3 = (_27 _47 1)7 V4 = (37 77 _1)7

tworzymy macierz

21 -2 3
-2 9 -4 7|,
-4 3 1 -1

wstawiajac wektory jako kolejne kolumny. Rzad macierzy jest 2: lewy gérny minor drugiego stopnia jest
rozny od zera, ale jego przylegte minory trzeciego stopnia sa oba rowne zeru. Wynika stad, ze wektory V'
i V5 tworza baze: wektory V3 i V4 beda ich liniowymi kombinacjami. To warto (zdecydowanie) sprawdzi¢.
Mozemy tez z powyzszego wysnué wniosek, ze wszystkie cztery wektory (majace po 3 wspétrzedne, a wiec
stanowigce elementy ,zwyklej”, trojwymiarowej przestrzeni, lezg na jednej ptaszczyznie, ktérg napinaja V'q
i V3 (czy tez dowolna dwdjka wektoréw, wybrana sposréd Vi, Vo, V3 i Vy).

Czesto interesuje nas zagadnienie: czy dany wektor (-y) nalezy do podprzestrzeni generowanej przez okreslone
wektory bazowe? W niektérych przypadkach odpowiedZ na takie pytanie jest prosta — szczegélnie w przypadku
odpowiedzi negatywnej.
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Przyktad 6.3 Czy wektor

(\]

—_

nalezy do przestrzeni generowanej przez wektor

—_

Nie, bo nigdy nie uzyskamy w drugim wierszu w niezerowej wartosci wspotrzednej (drugi wiersz w zawiera
Z€ero).

Przyklad 6.4 Czy wektor

0
v — 0
1
0
nalezy do przestrzeni generowanej przez wektory
1 -2 1
B 0 | -1 . B L,
wiy = 0 s Wo = 1 1 w3 = _1 !
-1 0 1

Nie. Nie jest mozliwe zapisanie v jako liniowej kombinacji w1, ws i w3 . Drugi i trzeci wiersz w4 zawiera zera;
druga i trzecia wspotrzedna v zalezy tylko od wspotrzednych wq i ws. Zero w drugim wierszu v wymaga aby
wspotezynniki wo 1 wg byty takie same; to z kolei wyklucza jedynke w trzecim wierszu v.

W przypadku gdy odpowiedz nie jest oczywista kwestie dotyczaca przynaleznosci v do przestrzeni generowanej
przez wiy, wse i wg rozstrzygamy rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan.

Przyktad 6.5 Dla wektorow:

2 1 3 3
wi=\|11], we=| -1 |, wg=]|0 i v=1] 3
1 1 2 1

pytanie: v = rywy + rows + r3ws jest rownowazne uktadowi rownan:

2.1'1 + Ty + 31’3 = 3,
Ir1 — T2 = 3,
T+ X9 + 21L’3 =1

Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze v rzeczywiscie daje si¢ wyrazi¢ jako kombinacja liniowa wektoréow
w1, Wwso 1 ws, i to na nieskonczenie wiele sposobéw.

Oczywistym wnioskiem z twierdzenia o rzedzie macierzy, bedzie jego rownowazne sformutowanie:

Twierdzenie 6.6 (o rzedzie macierzy) Maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy danej macierzy
jest rowna maksymalnej liczbie niezaleznych kolumn — a wiec okresla ona rowniez rzqd macierzy.

Uzasadnienie sprowadza sie do rozwazenia macierzy transponowanej — wyznacznik takiej macierzy jest taki
sam jak macierzy wyjsciowej. Wszystkie minory wystepujace w macierzy wyjsciowej pojawiaja sie w macierzy
transponowanej, a ich wartosci takie same. Rzad macierzy transponowanej — liczba jej liniowo niezaleznych
kolumn, a wiec liczba liniowo niezaleznych wierszy macierzy wyjsciowej — jest réwny rzedowi macierzy wyj-
Sciowej, a w takim razie obie liczby sa réwne.
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W rozdziale trzecim powiedzielidmy, ze wyznacznik jest réwny zeru jezeli (przynajmniej) dwa z jego wierszy
(kolumn) sa liniowo zalezne. Z kolei jezeli wyznacznik macierzy n-tego stopnia jest réwny zeru, to oznacza
to, ze rzad macierzy jest mniejszy niz n, a wiec wiersze (kolumny) musza by¢ liniowo zalezne (liczba liniowo
niezaleznych elementéw musi by¢ mniejsza od n). (Warto powrdcié do dyskusji uktadu réwnan jednorodnych
w punkcie 3.5.)

Fakt zerowania sie wyznacznika, w przypadku gdy jego wiersze (kolumny) sg liniowo zalezne, jest latwy
do zilustrowania, jezeli przypomnimy sobie, ze iloczyn mieszany trzech wektoréw — reprezentujacy objetosé
rownolegtoscianu zbudowanego na tych wektorach — jest okreslony jako wyznacznik 3-ego stopnia, zbudowany
ze wspoOtrzednych tych wektoréw. Jezeli jeden z tych wektoréw jest liniowa kombinacja dwdch pozostatych to
znaczy, ze lezy on w pltaszcezyznie, napietej przez te dwa wektory — ,réwnolegtoscian” redukuje sie do ptaskiej
figury o zerowej objetosci.

6.5 Rzad macierzy inaczej — diagonalizacja macierzy

Rzad macierzy mozna okresli¢ w inny sposob, sprowadzajac macierz do tzw. postaci diagonalnej (,jedyn-
kowej”). Dla dowolnej macierzy n x s posta¢ diagonalna oznacza, ze wszystkie elementy macierzy sg réwne
zeru, za wyjatkiem elementow aji, ass, . .., G, (gdzie r = min(n, s)), ktére sa réwne jednosci?. Rzad takiej
macierzy to oczywiscie r. Z punktu widzenia zachowania rzedu macierzy operacjami ktérych wolno nam do-
konywa¢ na wyjsciowej macierzy sa operacje analogiczne do tych, ktore stosowalismy w metodzie Gaussa, z
ta réznica, ze ze wzgledu na ,réwnouprawnienie” wierszy i kolumn (w kontekscie okreslania rzedu macierzy)
operacje te mozemy przeprowadzac¢ na wierszach i na kolumnach. Operacje te t:

1. zamiana dwoch dowolnych wierszy (kolumn);
2. pomnozenie elementéw danego wiersza (danej kolumny) przez dowolna liczbe r6zng od zera;

3. dodanie do elementéw danego wiersza (kolumny) odpowiednich elementéw innego wiersza (kolumny),
pomnozonych przez dowolng liczbe

Pierwsze dwie wtasnosci sa oczywiste; trzecia tatwo wykazaé, jezeli postuzymy sie¢ wnioskiem o uktadach
rownowaznych wektoréw. Rzeczywiscie n kolumn macierzy, czyli n wektorow:

Vi, .., Vi,..., V...V, (6-41)
i n kolumn ,nowej” macierzy
Vi,...,.Vi=V,+kV; ...,V ..., V, (6-42)

sg uktadami réwnowaznymi, a wiec ich rzad musi by¢ identyczny.
Stosujac trzy wymienione wyzej transformacje mozna dowolng macierz przeprowadzi¢ do postaci diagonalnej,
w ktorej jedyne elementy niezerowe znajduja si¢ na przekatnej gtéwnej i sa w dodatku réwne 1. Jezeli macierz
wyjéciowa ma postac
ai; ... Qip
(6-43)

Qg1 ... Qgp

to — przy zalozeniu, ze a;; # 0° — dzielimy pierwszy wiersz przez ai;, przeksztalcajac a;; do jednosci, a
od kazdej j-tej kolumny poza kolumnag pierwsza (j = 2,...,n) odejmujemy pierwsza pomnozong przez ai;.
Kazdy pierwszy element tych kolumn przeksztalca sie w zero. Analogiczng procedura stosujemy do wierszy
(poza pierwszym) nowo-powstajacych macierzy. Macierz przyjmuje postaé

1 O ... 0
/ !
ar| U (6-44)
0 ay ... a,

4Dla macierzy kwadratowej n = s i jedynki leza na przekatnej gtéwnej.
5Jezeli a;; = 0 przestawiamy wiersze (kolumny) tak aby uzyskaé aj; # 0. Zastanéw sig, co bedzie jezeli wszystkie pierwsze
elementy kolumn i wierszy sa =0.
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(primami oznaczamy elementy nowej macierzy). Nastepnie opisana procedure stosujemy do pod-macierzy,
powstalej po odrzuceniu z A’ pierwszego wiersza i pierwszej kolumny — po skonczonej liczbie operacji dosta-
niemy macierz diagonalnag.

Liczba niezerowych elementéw (jedynek) tej macierzy okresla rzqd macierzy (tej wyjsciowes, jak i wszystkich
macierzy powstatych w wyniku kolejnych przeksztatcen).

Przyklad 6.6 Macierz wyjsciowa

0o 2 -4

-1 —4 5

A = 3 1 7
0 5 —-10

2 3 0

. . . . . . . 1 .
Zamieniamy pierwszg kolumne z drugg i mnozymy pierwszy wiersz przez j:

1 0 =2

-4 -1 5

A= 1 3 7
5 0 —10

3 2 0

Teraz do trzeciej kolumny dodajemy pierwsza pomnozong przez 2; nastepnie do drugiego, trzeciego czwartego i
piatego wiersza dodajemy pierwszy pomnozony przez odpowiedni czynnik (odpowiednio: 4, —1, —5, —3); nowa
macierz to

1 0 0
0 -1 -3
A"=[0 3 9
0O 0 O
0 2 6

Drugi wiersz A" mnozymy przez —1; od trzeciej kolumny odejmujemy drugg pomnozong przez 3; od trzeciego
i piatego wiersza odejmujemy powstaty drugi wiersz, pomnozony przez odpowiednie czynniki. Ostateczna
posta¢ — diagonalna — to

A diag —

OO OO
S OO = O
S OO OO

Rzad macierzy A jest wiec rowny 2.

6.6 Uktady réwnan liniowych — podsumowanie

Pojecie rzedu macierzy moze shuzy¢ do sformutowania pewnych podstawowych praw dotyczacych rozwigzy-
walnosci uktadéw réwnan liniowych lub ich charakteru (sprzeczny/niesprzeczny; oznaczony/nieoznaczony).
W tym celu przypomnijmy ogdlng posta¢ uktadu m réwnan liniowych z n niewiadomymi:

1171 +  a12T2 + + a1y = by,
(2171 + Q272 + +  agnTy = bo,
+ . + + = ..., (6-45)
Um-11T1 + Qm-12T2 + + Q10 Tn = by,
Am1T1 +  AmaTs + +  Gpn Ty = bm
Oprocz macierzy wspotczynnikow
aiy a2 e A1y
./4 . a91 a99 ... QAgp (6—46)
Am1 Am2 ... Omn
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wprowadzamy macierz ,uzupetniong” lub ,poszerzona” o kolumne wyrazéow wolnych

aiy a2 ... Qip bl
a921 A22 ... QA2pn bg

A uzup = (6—47)
Ami Gm2 - Gmp  Om

i okreslamy rzad macierzy A i macierzy Auyzup. Jest oczywiste, ze rz.A yzup moze by¢ badz réwny rz.A , badz
rowny rzA + 1.

Twierdzenie 6.7 (Kroneckera-Capelliego:) rozwigzanie ukladu 6-45 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
rzqd macierzy wspotczynnikow jest rowny rzedowi macierzy uzupelnionej. Ponadto, jezeli rz(A ) = r2(Auzup)
=n (liczba niewiadomych), to istnieje doktadnie jedno rozwigzanie (uktad oznaczony); gdy rzA = rzAvzup
=r < n, to istnieje nieskoriczenie wiele rozwigzan, zaleinych od (dowolnie wybranych) n — r parametréw.

Zamiast dowodu podajmy ,praktyczny” przepis postepowania i kilka przyktadow:

W przypadku gdy rz(A) = rz(Auzup) = r < n, w macierzy A wybieramy r liniowo niezaleznych wierszy i
w uktadzie roéwnan 6-45 pozostawiamy tylko te réwnania, ktorych wspotezynniki a;, naleza do tych wierszy.
W powstatym uktadzie r réwnan pozostawimy ,po lewej stronie” r niewiadomych; tak aby wyznacznik ich
wspOlezynnikéw (stopnia 7) byt rézny od zera, pozostate n — r niewiadomych przenosimy na prawa strone i
przyporzadkowujemy im dowolnie wybrane wartosci liczbowe. Ostatni krok to rozwigzanie tak utworzonego
ukladu 7 réwnan na r niewiadomych metoda Gaussa (lub wzorami Cramera).

Przyklad 6.7 Uktad

r1 + Xy — 23 — x4 + x5 = 1,
3xvv, — xy + x3 + 4dxy + 3x5 = 4,
ry + 5562 — 91’3 — 8134 + Ty = 0

jest uktadem posiadajacym rozwigzanie bo rzad macierzy wspotczynnikow jest réwny rzedowi macierzy uzu-
petnionej (=2). Lewe strony — na przyktad — pierwszego i trzeciego rownania sa liniowo niezalezne, bo wspot-
czynniki x1 i x9 tworzg niezerowy minor drugiego stopnia. Niewiadome x3, x4 i x5 pozostawiamy nieokreslone
i przenosimy na prawa strone; uktad dwoéch réwnan rozwiazujemy metoda Cramera:

5 1
Ty = 14—1%3—&%4—%5,
T
Ty = 4 4ZE3 41’4.

Powyzsze wzory okreslaja ogdlne rozwigzanie uktadu: konkretne rozwigzania uzyskamy podstawiajac za x3,
x4 1 x5 pewne dowolne wartosci. Warto sprawdzi¢, ze podstawiajac za z; i x9 z powyzszych wzorow do
odrzuconego (drugiego) réwnania uktadu otrzymujemy tozsamosé.

Przyktad 6.8 Uktad

dry + wmy — 2x3 + @y = 3,

ry — 2272 — r3 —+ 2.734 = 2,
2x1 + bDxe - x4y = —1,
31’1 + 35(?2 — r3 — 3134 = 1

jest uktadem czterech réwnan z czterema niewiadomymi. Wyznacznik gtéwny uktadu jest jednak réwny zeru
— a wiec nie mozna zastosowaé¢ wzoréw Cramera. Rzad macierzy wspoétczynnikéw jest rowny rzedowi macierzy
uzupetnionej (=3); (minor 3-ego stopnia w prawym, gérnym rogu macierzy wspotczynnikéw). Rozpatrujemy
tylko trzy pierwsze rownania (x; pozostaje nieokreslone). Rozwiazanie ogdlne to

B 1 2 a 8_|_9 —0
To = 5 53?17 T3 = 5 5551, Tyq = V.
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Przyktad 6.9 Uktad

51 — Ty — 2x3 + x4 = T,
2LL’1 + To9 + 41’3 - 21’4 = 1,
r1 — 3[)32 — 61’3 + 5[L’4 =

jest uktadem trzech réwnan z czterema niewiadomymi. Rzad macierzy wspotczynnikéw = 2 (lewy gorny rog).
Rzad macierzy uzupetnionej o kolumne wyrazéw wolnych = 3 — uktad jest sprzeczny i nie posiada rozwigzan.

Przykltad 6.10 Uktad

v, + 3x9 = 2,
rT — 21‘2 = —3,
4]31 + 9.T2 = 11

jest uktadem trzech rownan z dwoma niewiadomymi. Rzad macierzy wspotczynnikéw = 2 (lewy gérny rog);
rzad macierzy uzupelnionej o kolumne wyrazéw wolnych = 2. Rozwiazujemy dwa pierwsze (liniowo niezalezne)

rownania:
T = _2 1 Ty = %
T ST

(Trzecie réwnanie jest takze spelnione.)

6.6.1 Metoda Gaussa-Jordana

Tak jak wspomnielismy w rozdziale trzecim, metoda Gaussa-Jordana stanowi pewien wariant metody Gaussa.
Metoda ta Swietnie nadaje sie do obliczen przy zastosowaniu komputerow. Jej podstawowa zaleta to ,jako-
Sciowa” moznos¢ okreslenia charakteru rozwiazan uktadu po przeprowadzeniu petnej eliminacji w wierszach
macierzy A, uzupetionej kolumnag wyrazéw wolnych.

Aby rozwiazaé uktad réwnan 6-45 — czyli w skrocie: AX = B macierz wspoétezynnikéw, uzupetniona o ko-
lumne wyrazéw wolnych, poddajemy eliminacji gausssowskiej (podobnie jak w punkcie 3.2, ale tak, aby w
poszczegdlnych wierszach wyeliminowaé (wyzerowaé) maksymalng liczbe wspétezynnikow. Metode przesle-
dzimy na kilku przyktadach:

Przyklad 6.11 Nasz uktad to:

2v+y+3z = 1,
r—y = 1, (6-48)
2r+2z = 1
Przeksztalcamy macierz uzupetniong °

2 1 31 1 1/2 3/2 1/2 1 1/2 3/2 1/2
1 -1 01|50 =32 =32 172|230 1 1 -1/3
2 011 0 —1 —2 0 0 0 -1 —-1/3
101 2/3 100 1/3 100 1/3
Slo1 1 —13 3011 132010 —2/3
001 1/3 001 1/3 001 1/3

Rozwiazania jak na dloni: z = 2 =1/3, y=—-2/3.

Przyklad 6.12 Zmieniajac nieco wyjsciowy uktad, chcemy rozwiazac

SWarto sprawdzié; np (1): dzielimy pierwszy wiersz macierzy wyjsciowej przez 2, do drugiego wiersza dodajemy pierwszy
pomnozony przez —1/2, od trzeciego odejmujemy pierwszy. A dalsze?
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2x+y+3z = 1,
r—y = 1, (6-49)

r+y+2z = 1.
Przeksztatcajac wyjsciowa macierz uzupetniong uzyskujemy postac, w ktorej juz nie wszystkie kolumny macie-
rzy wspoOtezynnikéw zawieraja samotne” jedynki; w dodatku pojawia sie taka jedynka w kolumnie ostatniej:

2 131 1010
1 -101]|=|0110]. (6-50)
1 121 000 1

Uktad jest uktadem sprzecznym: ostatni wiersz to 0 = 1.

Przyktad 6.13 Kolejny uktad to

2r+y+3z = 1,
r—y = 1, (6-51)
r+y+2z = 1/3.
Podobnie jak w poprzednim przypadku nie wszystkie kolumny przeksztatconej macierzy wspoétczynnikow
zawieraja ,samotne” jedynki; ostatni wiersz to same zera:

2 1 3 1 101 2/3
1 -1 0 1 ]1—={011 -1/3 |. (6-52)
1 1 2 1/3 000 0

Pierwszy wiersz to: x + z = 2/3; drugi: y + z = —1/3. Uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan: dla dowolnie

wybranego z obliczamy z tych réwnan x i y.

Podane trzy przyktady pokrywaja wszystkie mozliwosci. Mozemy sformutowaé reguty, ktore okreslaja charak-
ter rozwigzan w zaleznosci od koncowej postaci przeksztatconej macierzy. Po pierwsze uscislijmy definicje tej
postaci. Mozemy nazwaé ja uogdlniong postacig diagonalng. Jej charakterystyczne cechy (a zarazem definicja),
to:

1. W kazdym wierszu pierwszy niezerowy element to 1, tzw. jedynka-dzwignia,” albo ,samotna jedynka”.

2. Samotna jedynka w nizszym wierszu jest zawsze na prawo w stosunku do samotnej jedynki w wyzszych
wierszach

3. W kazdej kolumnie zawierajacej samotng jedynke wszystkie pozostate elementy sg zerami.
4. Jezeli mamy wiersze sktadajace sie z samych zer to sa one u dotu macierzy.

5. Liczba samotnych jedynek jest rowna rzedowi macierzy.

Po sprowadzeniu macierzy uzupetnionej do uogélnionej postaci diagonalnej bedziemy mieli kolumny, w kto-
rych wystepuja ,samotne jedynki” i kolumny, w ktérych takich samotnych jedynek nie ma. Spelnione sg
nastepujace reguly:

1. Jezeli w ostatniej kolumnie (wyrazéw wolnych) wystepuje samotna jedynka uktad nie ma rozwiazan (bo
mamy réwnanie: 0 = 1).
2. W przypadku gdy w ostatniej kolumnie (wyrazéw wolnych) nie wystepuje samotna jedynka to
(a) Jezeli wszystkie kolumny przeksztalconej macierzy wspétczynnikéw zawieraja samotne jedynki
uktad ma jednoznaczne rozwigzanie

(b) Jezeli cho¢ jedna kolumna nie zawiera samotnej jedynki uktad ma nieskoriczenie wiele rozwia-
zan. Wartosci zmiennych, ktérym odpowiadaja kolumny pozbawione samotnych jedynek mozemy
ustala¢ dowolnie; wartosci pozostatych zmiennych wyliczamy z réwnan.

Powyzsze reguly, stanowiace bardziej praktyczne zwerbalizowanie twierdzenia Kroneckera-Capelliego, warto
sprawdzi¢ rozwigzujac przyktady zamieszczone w punkcie 6.5 metodag Gaussa-Jordana.

"Ten niewatpliwie dziwny termin ma swoja geneze w metodzie znajdywania macierzy odwrotnej.
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6.6.2 Uktad réwnan jednorodnych

W $Swietle twierdzenia Kroneckera-Capelliego taki uktad ma zawsze rozwigzanie, bo rzad macierzy wspot-
czynnikéw i macierzy uzupelnionej sa takie same (dodanie kolumny zer nie moze zmieni¢ rzedu macierzy).
Jezeli rzad macierzy wspotczynnikéw jest rowny r i r = n to rozwiazaniem moze by¢ tylko rozwiazanie try-
wialne (0,0,...,0); dla 7 < n mamy takze rozwigzania nietrywialne. Rzeczywiscie, aby dla uktadu n réwnan
z n niewiadomymi istniato nietrywialne rozwiazanie wyznacznik gtéwny musi by¢ réwny zeru (oznacza to
ze r < n). Z drugiej strony, jezeli liczba réwnan jest mniejsza od liczby niewiadomych to uktad musi mieé
rozwigzanie nietrywialne, bo rzad macierzy wspétczynnikow nie moze by¢ w tym przypadku rowny liczbie
niewiadomych (rz(A) < n)).

W rozdziale trzecim dyskutowaliSmy przypadek rozwiazywania uktadu rownan jednorodnych dla n niewiado-
mych; z dyskusji wynikalo, ze okreslone sa stosunki zy/x, dlak = 1,...,n—1, a nie same niewiadome. Oznacza
to, ze jezeli wektor x-6w: (z1,xa, ..., Tp_1,T,) jest rozwiazaniem uktadu, to wektor (kxy, kxo, ..., kx,_1, kx,)
(k — dowolna liczba) jest takze rozwiazaniem. Co wigcej, jezeli wektor (z1, xa, . .., Tp_1, Ty ) i wektor (2, 2, ... ) _
sa rozwiazaniami uktadu, to ich suma — wektor (z; + 2, z2 + 2, ..., xp1 + 2, _1, 2, + 2'n — 1) jest takze
rozwiagzaniem; a takze suma (ax; + bz, axy + b, ... ax,—1 + b2l _,ax, + bz _,) (a, b — dowolne liczby).
Okazuje sie wiec, ze jezeli uktad rownan jednorodnych ma jakies nietrywialne rozwigzanie, to ma ich nieskon-
czenie wiele. Jezeli kazde z nich traktowac¢ jako n-wymiarowy wektor to wiemy, ze kazdy uktad wigcej niz n
takich wektoréw bedzie ukltadem wektoréw liniowo zaleznych. Z nieskonczonej mnogoéci rozwiazan powinno
wiec by¢ mozliwe wybranie skorniczonej liczby rozwigzan, ktére tworza tzw. uklad fundamentalny rozwigzan
(baze), w tym sensie, ze kazde inne rozwiazanie daje sie wyrazi¢ jako ich pewna kombinacja liniowa. Pytanie:

ile rozwigzan tworzy ukltad fundamentalny? Odpowiedz: n — r, gdzie n jest liczba niewiadomych, a r rzedem
macierzy wspotezynnikéw. Na przykiad dla r = n — 1 (przykiad dyskutowany w rozdziale trzecim) mamy de
facto jedno rozwiazanie fundamentalne, wszystkie inne sa jego liniowymi kombinacjami (wielokrotnosciami).
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Przyktad 6.14 Uktad

3y + To — 8xrz3 + 224 4+ x5 = 0,

2[1)1 - 2?[)2 - 3.7}3 — 7.7}4 + 21’5 = 0,
r, + 1]_[)32 — 12%3 + 34[E4 - 51’5 = 07
TrT — 5$2 + 2I3 — 16$4 + 31‘5 =

jest uktadem czterech réwnan jednorodnych z piecioma niewiadomymi. Rzad macierzy wspoétczynnikow r = 2;
kazda baza rozwiazan uktadu sktada sie z trzech rozwiazan (n—r = 3). Ograniczamy sie do dwéch pierwszych
(liniowo niezaleznych) réwnan uktadu

3&71 + Ty = —8$3 — 21134 — X5,
207 — 29 = 3rs + Txya — 2x5 |’

w ktorych niewiadome x3, 24, x5 traktujemy jako pewne, dowolne liczby. Rozwiazujemy uktad na x; i xs:

19 3 1
o= gt + e = s
7 25 n 1
Ty = <T3— —Tq+ =Ts.
2 g8 — gt 5Ts

Pozostaje wybra¢ wartosci xs, x4, x5 1 z powyzszych rownan wyliczy¢ xq 1 9. Przy wyborze x3, x4, x5 kierujemy
si¢ zwyczajowo z jednej strony prostota, z drugiej — chcemy aby wybrane rozwiazania byty uktadem liniowo
niezaleznym. Dlatego

Wybrane: Wryliczone:

T3 T4 Ts T T2
1 0 0] 19/8 7/8
0o 1 0 3/8 -25/8
0 0 1]-1/2 1/2

Trzy liniowo niezalezne rozwigzania uktadu to 5-wymiarowe wektory:

19 7 3 25 11
Vi=(—,-,1,0,0 Vo=(-,—,0,1,0 Vg=(—=,-,0,0,1]).
1 (8787 ) Yy )7 2 (87 87 ) )7 3 ( 2727 ) 7)

Liniowa niezaleznos$¢ gwarantuje nam odpowiedni wybor x3, x4, 5.

6.6.3 Uktad réwnan niejednorodnych, a uktad ré6wnan jednorodnych

Ktadac w uktadzie 6-45, ktory skrotowo mozemy zapisac
Zaikazk :bi; 1= 1,...,m (6-53)
k=1

wszystkie b; = 0 otrzymujemy stowarzyszony (albo: zredukowany) uktad réwnan jednorodnych:
> agzy = 0; i=1,...,m. (6-54)
k=1

Pomiedzy rozwiazaniami obu uktadéw istnieje Scisty zwiazek; stuszne sa dwa twierdzenia:

Twierdzenie 6.8 (o sumie rozwigzan ukladu niejednorodnego i jednorodnego) Suma dowolnego roz-
wigzania uktadu 6-53 i dowolnego rozwigzania uktadu 6-54 jest rozwigzaniem uktadu 6-53.

Dowéd: jezeli przez cy,co, ..., c, oznaczy¢ pewne rozwigzanie 6-53, a przez di, ds, ..., d, oznaczy¢ pewne
rozwiazanie 6-54 to mamy

Z az’k[ck + dk] = Z Q;1Cr + Z a;rdr = by, +0 = by.
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Twierdzenie 6.9 (o réznicy rozwigzan ukladu niejednorodnego)
Roznica dwoch dowolnych rozwigzan 6-53 jest rozwigzaniem ukiadu 6-54.

Dowdd: jezeli przez ¢y, ca, . .., ¢, oznaczy¢ pewne rozwiazanie 6-53, a przez ¢}, ¢, ..., ¢, oznaczy¢ inne roz-
wigzanie tego uktadu to mamy

n n n
Z aik[ck — CL,] = Z Q;LCr — Z CLZ']fcéC == bk - bk =0.
k=1 k=1 k=1

6.7 Aksjomatyczne definicje przestrzeni wektorowej

Grupa i cialo

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowych poje¢ — grupy i ciata:

Definicja 6.1 Grupe G definiujemy jako zbior obiektow lub operacji — elementéw grupy — na ktorych okre-
slona jest pewna operacja nazwana umownie mnozeniem, chociaz lepszym jej okresleniem byloby: skiadanie
(elementéw grupy). Operacje tq oznaczamy symbolem -. Elementy grupy i operacja mnozenia spelniajq cztery
warunk::

1.

3.
/.

Operacja mnozenia jest zamknieta, tzn. jezeli a i b sq elementami grupy, to ich loczyn” ab jest takze
elementem grupy:

acGbeG— (a-b) €q.
(Symbol a € G czytamy (element) a nalezy do (zbioru) G.)

Operacja mnozenia jest {gczna: (a-b)-c=a-(b-c).
Istnieje element jednostkowy I taki, ze a-Z =7 -a = a dla kazdego a € G.

Dla kazdego elementu grupy a istnieje element odwrotny: a=* taki, e a-a ' =a'-a=1.

Grupe, dla ktorej operacja mnozenia jest przemienna, a wiec: a-b=b-a nazywamy grupg abelowq.

Przyktadami grup moga by¢ na przyktad:

1.

4.

Zbiér liczb catkowitych N, z dodawaniem jako operacja sktadania (,mnozenia”). Elementem jednost-
kowym jest 0, natomiast elementem odwrotnym N—! = —N.

Ten sam zbiér nie tworzy grupy, jezeli za dzialanie grupowe przyja¢ ,zwykte” mnozenie. Element jed-
nostkowy Z = 1, ale zero (0) nie ma elementu odwrotnego. Jezeli zero usunaé ze zbioru liczb catkowitych
to dostajemy grupe: N~! = —N; N # 0. Grupa ta, podobnie jak poprzednia, jest abelowa. Obie grupy
stanowia przyktady grup nieskonczonych (ilos¢ elementow) i dyskretnych (przejécie od jednego elementu
grupy do nastepnego nastepuje w sposob skokowy).

Zbiér dwuwymiarowych obrotéw R, o kat ¢ na plaszczyznie jest grupa nieskoriczong ciggle (bo kat
¢ zmienia sie w sposob ciagly, przyjmujac nieskonczenie wiele wartosci). Element jednostkowy to Ro;
element odwrotny to R_,. Grupa ta jest abelowa.

Zbiér obrotéw w przestrzeni 3-wymiarowej jest grupa ciagta, ale nieabelowa. (Por. rozdzial 4, Rys.4.1).

Zdefiniowanie ciala w oparciu o pojecie grupy sprowadza sie do podania zbioru aksjomatow spelnianych przez
elementy ciata:

Definicja 6.2 Cialo jest zbiorem Z, na ktérym okreSlone sq dwie operacje: ,,+" i 7. Cialo = {Z,+,-},
Przy czym:

1.

{Z,+} jest grupg abelowqg z elementem jednostkowym O, tzn.
Vz € Z; 24+40=0+z2==z.

(Symbol Nz € Z czytamy dla wszystkich (elementéw) z nalezgcych do (zbioru) Z.)
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2. {2',-}, gdzie {Z'} = {Z} — O, jest grupg abelowq z elementem jednostkowym I , tzn.

Vz e Z'; 2T =T 2=z

3. operacja ,,~+" posiada wlasnosé rozdzielnosci wzgledem operacji -7, tzn.

V2,20,23 € 25 21 (224 23) = 21- 22 + 21 - 23.

Najprostsze przyktady ciat sa jednoczesnie najwazniejszymi: zbior wszystkich liczb wymiernych, zbior wszyst-
kich liczb rzeczywistych oraz zbiér wszystkich liczb zespolonych, przy czym operacjami ,+7 i ,-7 sa we
wszystkich przypadkach odpowiednio ,zwyklte” dodawanie i mnozenie.

7 powyzszych definicji wynika, ze bardziej formalna definicja liczb zespolonych moze by¢ oparta o pojecie

ciala.

Przestrzen wektorowa
Definicja 6.3 Przestrzeniq wektorowa IR rozpietq nad cialem Z nazywamy zbior IR(Z) elementéw — wek-
torow — spetniajgcy warunki:

1. Istnieje operacja dodawania wektoréw ,,+ 7, taka ze { IR(Z),+} jest grupg abelowq; elementem jed-
nostkowym operacji ., + " jest wektor zerowy (0).

2. Ya € Z iVB € Z atakie Vx i Yy € IR(Z) zachodzi:

ax, oy, px, fy € IR(Z)
a(fx) = (af)x
Ix = x
ax+y) = ax+ay
(a+ B = ax+ fx.

Przestrzen wektorowa posiada wymiar: IR(Z) = IR"(Z). Przestrzen moze by¢ skonczenie wymiarowa lub
nieskonczenie wielowymiarowa. Decyduje o tym odpowiednio skonczono$é¢ lub nieskonczonosé zbioru bazy
przestrzeni wektorowej (por. nizej). Przestrzen wektorowa moze by¢ rzeczywista lub zespolona, w zaleznosci
od tego czy Z jest ciatem liczb rzeczywistych czy zespolonych.

Definicja 6.4 Zbior liniowo niezaleinych wektorow &; przestrzeni wektorowej IR"(Z) nazywamy bazg (mak-
symalng rodzing liniowo niezalezng), jezeli kazdy wektor A przestrzeni IR" jest liniowg kombinacjq elementow
bazy, tzn.

=1

gdzie A; nazywamy wspolrzednymi wektora @ w bazie {&;}.
Gorna granica sumy to n — wymaar przestrzeni wektorowey. Mowimy, zZe zbior wektorow bazy napina przestrzen
wektorowa.

Najprostszym i takze najbardziej ,praktycznym” przyktadem bazy nieskonczenie wielowymiarowej jest zbior
{X, =2";, n=0,1,2...} napinajacy przestrzei wielomianéw W,, gdzie n moze stawaé sie dowolnie wielkie.
Oczywistymi sg twierdzenia:

Twierdzenie 6.10 Kazdy wektor z IR" ma jednoznaczne przedstawienie w postaci lintowej kombinacyi wek-
torow bazy a takze

Twierdzenie 6.11 W przypadku przestrzeni wektorowej IR" liczba elementow bazy nie zalezy od wyboru bazy
i jest réwna wymiarowi przestrzeni (n).
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Rozdzial 7

Algebra macierzy

7.1 Macierze; podstawowe definicje i operacje

W podrozdziale 4.5 omawiali$émy transformacje jakim podlegaja wspotrzedne wektora V' (tam uzywalismy
symbolu A), wyrazone w dwdch réznych ukltadach wspoétrzednych. Przepiszmy teraz zespét trzech réwnan
4-51 w nieco innej postaci, traktujac zaréwno wspétrzedne wektora w  starym” (X — V4, V5, V3) i nowym”
(X — VI, V5, Vi) ukladzie jak i wspotezynniki a;, (kosinusy kierunkowe) jako macierze, podlegajace pewnemu
dzialaniu — mnozeniu macierzy. Wspotrzedne wektora V' zapisujemy w formie macierzy — tablicy o jednej
kolumnie i trzech wierszach, wspoétczynniki a;, — w formie macierzy kwadratowej, o trzech wierszach i trzech
kolumnach. Réwnanie 4-51 przybiera postac

I

V1 11 Qaiz2 A3 Vi
/ _

Vo | = aar axn as Vo |. (7-1)
lA

Vg a3; Aasz2 a33 Vs

Jednoczednie wiemy, ze obowiazuja wzory
3
V=S amVi; n=1,2i3. (7-2)
k=1

Zespot dwoch powyzszych wzoréw traktujemy jako definicje mnozenia dwoch macierzy: jednokolumnowa
macierz wspotrzednych wektora w uktadzie X

V=|W (7-3)

zostaje pomnozona przez macierz wspotczynnikoéw

11 a1z A3
A= an an axs |, (7-4)
31 Aazz2 ass

a w wyniku powstaje jednokolumnowa macierz wspélrzednych wektora w uktadzie >’

‘/1/
vi=| V)|, (7-5)
V3
czyli, w skrocie
Vi=A-V. (7-6)

Mimo pozornego podobienstwa, macierze réznig si¢ w sposéb zasadniczy od wyznacznikow. Te ostatnie byty
zawsze pewnymi liczbami, natomiast macierze sg to pewne operatory, a raczej reprezentacje — tych operato-
réw. Méwiac o ,reprezentacji” mamy na mysli fakt, ze zaréwno wspoélrzedne (primowane i nie-primowane)
wektora, jak i kosinusy kierunkowe zaleza od konkretnego wyboru dwéch uktadéw wspotrzednych. Macierz
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A wspoétczynnnikéw reprezentuje operacje obrotul, ktoéry przeprowadza uktad ¥ w uktad X', ale konkretna
postaé wspotczynnikow a;, wynika z konkretnego wyboru tych dwéch uktadéw — takich, a nie innych, katow
pomiedzy ich osiami.

Aby lepiej zrozumie¢ operacje mnozenia macierzy, zatézmy, ze chcemy wyrazi¢ wspotrzedne wektora V- w
uktadzie X", ktory powstaje w wyniku obrotu uktadu ¥/, podobnie jak ten ostatni powstal z obrotu uktadu 3.
Nie ma to wielkiego znaczenia czy rozpatrujemy przypadek w dwoch, czy trzech wymiarach. Dlatego mozemy
zrezygnowadé z gornej graniczy sumowania w ponizszych wzorach, pamietajac ze — w zaleznosci od sytuacji —
bedzie on réwny 2 albo 3. Analogicznie do réwnanie 7-6 mamy

V' =BV (7-7)

gdzie macierz B to macierz wspo6tczynnikow kosinusow kierunkowych dla pary ukladéw: X" i 3. Zgodnie ze

wzorem 7-2
n=1 n=1 k=1

k=1 \n=1
Przestawienie kolejnosci sumowania (dozwolone; warto$¢ sumy nie zalezy od porzadku sktadnikéw) pozwala
nam odczytaé ,w skrocie” powyzszy wzor jako

V=Y coiVi; albo V'=C-V, (7-9)
k=1

gdzie macierz C = BA wspotczynnikéw ¢, to iloczyn dwéch macierzy. Reguty mnozenia okresla wzoér 7-8

Cmk = Z bmnank- (7—10)

W powyzszym wzorze ,ruchomym” (sumacyjnym wskaznikiem jest n — wskaznik kolumn dla b,,, i wierszy
dla a,; kolejne wyrazy tworzace m-ty wiersz macierzy B mnozymy przez odpowiednie wyrazy k-tej kolumny
macierzy B i sumujemy, aby znalezé¢ ¢,,,. Sposéb ten nazywa sie potocznie ,mnozeniem wierszy przez kolum-
ny” — wynika z niego, ze chcac pomnozy¢ jedng macierz przez druga liczba kolumn pierwszej musi by¢ rowna
liczbie wierszy drugiej.?

7.1.1 Dodawanie macierzy

Suma macierzy: C = A + B moze by¢ skonstruowana tylko dla macierzy A i B o takich samych liczbach
wierszy (np. m) i kolumn (np. n). Element c;; jest réwny sumie ay, + by dla wszystkich i = 1,...,m i
k=1,...,n. Poniewaz elementy macierzy C powstaja w wyniku sumowania dwdch liczb, dodawanie macierzy
posiada wlasnosci ,zwyktego” dodawania: przemienno$é: A + B = B + A, oraz tacznos¢ (A+B) + C =
A + (B + C). Istnieje takze macierz zerowa O, ktéra dodana do dowolnej macierzy A pozostawia ja bez
zmian: A + O = O + A = A; elementy macierzy O sa wszystkie zerami:

0 0 ... 0
o_| 0 0 0] (7-11)
0 0 0

7.1.2 Mnozenie macierzy przez liczbe

Mnozenie macierzy A przez liczbe o sprowadza sie do przemnozenia wszystkich elementow macierzy przez te
liczbe

aan aig ... QQrp
aagy Qoo ... Qa2
aA = I (7-12)
o ad;r ... e
A1 Qo ... OQmp

INa plaszczyznie, przejécie jednego uktadu w drugi realizujemy przy pomocy obrotu o (jeden) kat 6. W przestrzeni taki
,obrét” to, w najogdlniejszym przypadku, ztozenie trzech sukcesywnych obrotéw, wzgledem trzech osi, o tzw. katy Eulera.

2W odréznieniu od wyznacznikéw macierz nie musza byé¢ kwadratowe” (o tych samych liczbach kolumn i wierszy). Zreszta
— zaczeliSmy od wprowadzenia macierzy jednokolumnowej, ktérej liczba wierszy jest réwna wymiarowi naszej przestrzeni.
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Takie mnozenie jest oczywiscie przemienne

aAd = Aa. (7-13)

Mnozenie macierzy przez liczbe rézni sie zasadniczo od analogicznej operacji dla wyznacznikéw (por. podroz-
dzial 3.4- tu mnozymy wszystkie elementy macierzy, tam wystarczato pomnozy¢ elementy jednego wiersza
(lub kolumny).

7.1.3 Mnozenie macierzy

Reguly mnozenia okresla wzor 7-10

Cmk = Z bmnanka (7_14)

z ktorego wynika warunek rownosci liczb wierszy i kolumn w mnoznej i mnozniku. Dla lepszego zilustrowania
rozwazmy iloczyn dwoch kwadratowych (2 x 2) macierzy:

()=

Podobnie jak w przypadku operacji dodawania, mnozenie macierzy posiada takze swoj ,element tozsamo-
Sciowy”, to znaczy macierz jednostkowq, czesto zapisywana jako delta Kroneckera (por. wzor 4-21):

a b

a+ gc pb+qd
o b pa+qc p q) (7.15)

ra+sc rb+sd’

1 0 0 0
I_ o 1 0 0 (7-16)
0 O 0 1
Mnozac przez takg macierz dowolng macierz A (m x n)® mamy
IA =AT=A. (7-17)

W powyzszym rownaniu wystepuje iloczyn dwéch macierzy: Z oraz A w réznej kolejnosci. Wynik — pozosta-
wienie macierzy A bez zmian nie zalezy od tego czy A jest mnozna czy mnoznikiem. Jest to jednak wypadek
szczegolny; na ogdl, mnozenie macierzy nie jest przemienne, to znaczy

AB #£BA. (7-18)

Powyzszy postulat moze si¢ wydawaé¢ na pierwszy rzut oka zaskakujacy. Jednak juz prosty test pozwala nam
przekonad, ze tak jest w istocie; zamieniajac w prezentowanym przed chwilg przyktadzie (por. 7-15) porzadek

czynnikow mamy
a b P q B
c d ros n

ap + br

aq + bs
cp +dr

cq+ds

pa + qc
ra + sc

g

pb + qd
rb+ sd

).

Z powyzszego, prostego rachunku wynika potwierdzenie tezy 7-18, a takze wniosek, ze mnozenie macierzy
moze by¢ przemienne (o ile elementy obu macierzy powiazane sa pewnymi, dodatkowymi zaleznogciami).
To, ze w ogblnym przypadku AB # B.A nie powinno nas jednak dziwi¢. Powiedzieliémy na poczatku tego
rozdziatu, ze macierz moze byé¢ operatorem obrotu. Jezeli rozwazaé przypadek obrotow na plaszczyznie to
kolejnosé dwdch obrotéw, na przyktad o katy aq 1 an (wokét tej samej osi, prostopadtej do ptaszezyzny) nie ma
wplywu na ostateczny wynik — w obu przypadkach nastapi obrét o kat aq + as. Ale w przypadku obrotéw w
przestrzeni 3-wymiarowej juz tak nie jest — wynik dwoéch kolejnych obrotéw, wokot roznych osi, zalezy na ogot
od porzadku ich wykonania — por. Rys. 7.1. Zreszta — w definicji mnozenia macierzy, stwierdzeniu ,,mnozymy
wiersze przez kolumny” kryje si¢ asymetria — zamieniajac kolejnos¢ mnoznej i mnoznika zamieniamy ze soba
wiersze i kolumny, ktorych elementy przeciez na ogét nie sa takie same.

Zalezno$é iloczynu macierzy od kolejnosci jego czynnikéw nie jest jedynym szczegdtem, ktory odroznia algebre
macierzy od algebry liczb (rzeczywistych, badz zespolonych). ByliSmy zawsze przyzwyczajeni, ze aby iloczyn

30czywiscie przy spetnieniu warunku: liczba kolumn lewego czynnika = liczbie wierszy prawego czynnika.
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Rysunek 7.1: Wynik zlozenia dwéch obrotéw o kat /2 wokodl osi Oy i 0z zalezy od ich kolejnosci .

dwdbch czynnikow byt rowny zeru przynajmniej jeden z jego czynnikéw musi by¢ zerem. W przypadku macierzy
tak by¢ nie musi; na przyktad iloczyn macierzy

1 1 10
AZ(O 0) oraz Bz(_l O)

jest réwny zeru: AB = 0 (chociaz B.A # 0.) Mnozenie macierzy spetnia ,zwykte” wtasnosci tacznosci:
(AB)C = A(BC) oraz rozdzielnosci A (B +C) = AB + AC. Kolejnosé czynnikéw musi by¢ jednak zawsze
zachowana.

7.1.4 Macierz transponowana

Jezeli w macierzy zamienié¢ wiersze na kolumny i odwrotnie powstata macierz nazywana jest transponowang (w
stosunku do macierzy wyjsciowej). Mieliémy juz okazje spotkaé sie z takimi macierzami (por. réwnanie 2-75,
wigzace ze sobg wspotczynniki dwoch macierzy, z ktérych jedna reprezentowata obrot przeprowadzajacy uktad
Y w uktad ¥’ a druga — obrét przeprowadzajacy uktad ¥/ w uktad ). Macierz transponowana wzgledem

macierzy A oznaczyliémy gérnym indeksem

B = AT — bzk = ;- (7—19)

Macierza transponowana w stosunku do jednokolumnowej macierzy (np. wspotrzednych wektora A) bedzie
macierz jednowierszowa; dla przestrzeni 3-wymiarowe;j

A\

A2 — (Al, AQ, Ag) (7—20)
Az

AT

lNoczyn powyzszych macierzy to kwadrat dtugoséci macierzy-wektora A

Ay, Ay A A
(1 i 3)- A1 = A} + A2 4 A2 = A? (7-21)
2 - 1 2 3 . -

As

7 powyzszego rownania wynika, ze chcac zapisaé iloczyn skalarny dwoch wektoréw w postaci ,macierzowej”
musimy jeden z nich przedstawia¢ — tak jak dotad — w postaci kolumny, ale drugi w postaci wiersza! W
rozdziale dziesiatym bedziemy moéwi¢ szerzej o tym problemie.
Jezeli macierz C jest iloczynem dwoch macierzy: C = A B, to macierz transponowana do C jest iloczynem
dwdbch macierzy transponowanych, ale w odwrotnej kolejnosci:

Cl=UAB) =BTAT. (7-22)

Powyzsze rownanie mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ale w nastepnym podrozdziale podamy jego
prostsze uzasadnienie.
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7.1.5 Macierz odwrotna

Macierz odwrotng (do danej macierzy A ) definiujemy jako macierz A ~!, taka ze:
AATT =ATA =T, (7-23)

gdzie Z jest macierza jednostkowa (por. 7-13). Sens réwnania 7-23 jest oczywisty — zlozenie dwoch operacji:
,wprost” i ,odwrotnej” powoduje powrdt do stanu wyjsciowego. Dlatego iloczyn 7-23 nie powinien zalezeé
od kolejnosci czynnikow.

Aby dla macierzy A istniata macierz odwrotna, A musi by¢ macierza kwadratowa n x n. (Wynika to z
mozliwosci zamiany kolejnosci mnozenia — wiersze moga by¢ zamienione z kolumnami, ale w takim razie liczba
jednych i drugich musi by¢ taka sama.) Z kolei, z macierza kwadratowa kojarzymy wyznacznik: |A|. Jak zaraz
zobaczymy, podstawowym warunkiem aby istniata macierz odwrotna jest, aby wyznacznik macierzy byt
r6zny od zera. (A wiec rzad macierzy jest réwny n.) Taka macierz nazywamy nieosobliwg. Macierz, ktore;
wyznacznik jest réwny zeru nazywamy macierzg osobliwg — dla takiej macierzy nie istnieje macierz odwrotna.
Sprobujmy znalezé przepis na okreslenie elementoéw macierzy odwrotnej. W tym celu rozwazmy macierz

ai; a2 ... QAip
21 A29 ... Q9

A=| 2 T (7-24)
Ap1 Ap2 ... Qpp

oraz macierz dopehieri algebraicznych elementéw A, tzw. macierz sprzezona A, w ktérej dopelnienie alge-
braiczne elementu a;; (i-ty wiersz, j-a kolumna) lezy na przecieciu j-ego wiersza i i-tej kolumny*:

M[ll] M[Zl] o M[nl]
N M a2 2
A=|". R (7-25)

lloczyn tych macierzy, macierz n x n, jest rowny

d 0 . 0

- - 0d ... 0
AA=AA = - : : ’ (7_26)

0 0 . d

gdzie d to wyznacznik macierzy A. Rzeczywiscie, mnozac pierwszy wiersz A przez pierwsza kolumne A
mamy
(IHM[H} + CL12M[12] + ...+ (llnM[ln] =d

(element (11) macierzy-iloczynu); podobnie mnozac drugi (. ..n-ty) wiersz A przez druga (. ..n-ta) kolumne

A

aglM[Ql] + a22M[22] 4+ ...+ agnM[2”] = d
amt MM + M 4 g, M = d
(elementy (22),...,(nn) macierzy-iloczynu). Pozostate elementy iloczynu sa réwne zeru, na mocy wlasnosci

wykazanej w punkcie 3.4 (mnozenie i sumowanie elementéw danego kolumny przez dopelnienia algebraiczne
innego wiersza). Poréwnujac wzory 7-23 i 7-26 widzimy, ze element i-tego wiersza i k-tej kolumny macierzy
A~ jest réwny dopelnieniu algebraicznemu M*! macierzy A, podzielonemu przez wartosé jej wyznacznika

4Jest to wiec macierz dopelnien algebraicznych elementéw macierzy transponowanej A 7.
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Widag¢, ze r6zny od zera wyznacznik d jest warunkiem koniecznym; tatwo mozna wykazac, ze jest to i warunek
wystarczajacy dla istnienia macierzy odwrotnej.

Prosty na pozoér wzor 7-27 jest jednak mato przydatny w praktyce. Podobnie jak w przypadku rozwiazywania
uktadéw réwnan liniowych, tak i tu obliczanie wyznacznika lub minora (zwr6émy uwage na przestawione
wskazniki!) moze okazaé si¢ operacja trudna do wykonania. Dlatego w praktyce postugujemy sie inng metoda
znajdywania macierzy odwrotnej (por. nastepny podpunkt).

7 kolei, znajomos¢ wzoréw na wspotczynniki macierzy odwrotnej pozwala nam w prosty sposoéb wykazaé
prawdziwo$¢ wzoréw Cramera, na rozwiazanie uktadu réwnan niejednorodnych (por. 3.3). Uktad taki

1121 +  a12%2 + .+ i, = by,
2121 + AT + +  agpxy, = b,
+ + + ... e (7-28)
Am-1,1T1 + QAp-12T2 + + Apo1nTn = bim—1,
Am1T1 + Qoo + +  QmnTn = bm~
zapisa¢ mozemy w postaci rownania macierzoweqo
AX =B, (7-29)
gdzie macierz A to macierz wspotczynnikow a;,, a macierze X i B to jednokolumnowe macierze:
T bl
L2 ba
X = . , B = A (7-30)
Tn, bn

lloczyn AX ma sens (odpowiednie liczby wierszy i kolumn; jest to jednokolumnowa macierz).
Zakladajac, ze wyznacznik macierzy A, |A| = d # 0 mozemy skonstruowaé¢ macierz A ~!; mnozac obie strony
7-29 przez A1 (od lewej) mamy

X =A"B. (7-31)

Prawa strona powyzszego réwnania to jednokolumnowa macierz; element jej j-ego wiersza to suma iloczynow
elementéw j-ego wiersza macierzy A ~! i odpowiednich elementéw B ; konkretnie

ML M (241 Ml
-1 o
(A B)j = bt bt b,
1 . . .
- 3(Mﬂﬂbl+M[21162+M[”ﬂbn). (7-32)

Ale wyrazenie w nawiasie po prawej stronie to rozwiniecie — wzgledem j-ej kolumny — wyznacznika, ktory
otrzymujemy zastepujac j-a kolumne w wyznaczniku d macierzy A kolumna wyrazéw wolnych — B (por.
punkt 3.4). Uzyskujemy w tym momencie prawie pelny dowdd uzasadnienie twierdzenia Cramera; nalezatoby
jeszcze formalnie” wykazaé¢, ze okreslone wzorem 7-32 wielkosci to rzeczywiscie rozwiazanie uktadu 7-28.
Wystarczy wyrazenie na X (wzér 7-31) wstawi¢ do macierzowego rownania 7-29, aby uzyskaé tozsamosé:
B =B.

Powracamy do zagadnienia macierzy odwrotnej. Dla macierzy bedacej iloczynem dwoch (lub wiecej) czynni-
kéw mamy:

(AB)'=B"'A"L (7-33)

Ten wz6r udowadniamy mnozac lewa i prawa strone przez iloczyn (AB). Lewa strona to (AB)(AB)™! =T;
prawa to

ABB'A ' =ABB WA ' =ATA ' = AA T =T. (7-34)

W tym momencie mozemy tez dostrzec zasadno$¢ wzoru 7-22. Z podrozdziatu 4.5 bowiem wynika, ze macierzg
odwrotng do macierzy obrotu jest macierz transponowana. Jezeli tak, to reguta zmiany kolejnosci czynnikow
przy obliczaniu macierzy odwrotnej (udowodniona powyzej) musi mieé¢ zastosowanie takze w przypadku
konstrukcji macierzy transponowanej. Ale wtasnos¢ A~ = AT, albo (por 2-75)

apt = ang (7-35)
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nie jest zawsze spelniona! Posiadaja ja tylko pewne macierze, albo operacje przez te macierze reprezen-
towane. Jest to tzw. wlasno$é¢ ortogonalnosci, o ktorej szerzej powiemy w rozdziale dziesiatym.

Pomimo podkreslanej réznicy miedzy macierza a wyznacznikiem widzimy, ze zwiazki pomiedzy nimi (oczy-
wiscie, tylko w przypadku macierzy kwadratowych) sa bardzo $ciste. Mamy

Twierdzenie 7.1 (o wyznaczniku iloczynu macierzy) Wyznacznik macierzy bedgcej iloczynem dwu (kil-
ku) macierzy jest rowny iloczynowi wyznacznikéw poszczegolnych macierzy:

C =AB, (7-36)

to
det(C) = det(A) det(B). (7-37)

Dowdd tego intuicyjnie tatwego do przyjecia twierdzenia jest mocno skomplikowany; dla dwoch macierzy
nxn, A =a;iB = b;; mozna go przeprowadzi¢ konstruujac ,macierz pomocnicza’ o wymiarach 2n x 2n i
obliczajac jej wyznacznik:

ay; a2 ... Qip 0 0 Ce 0
21 A92 ... Q9p 0 0 v 0
| Qu Gp2 .. Gy O 0 ... O
A= -1 0 ... 0 by by ... by, (7-38)
0 -1 ... 0 b21 622 Ce b2n
0 0 ... =1 by bpa ... bun

(Pomocnicza macierz powstata przez zlozenie czterech ,¢éwiartek”: dwie z nich (na przekatnej gtéwnej) to
macierze A 1 B, trzecia (prawy goérny rég) — to macierz zerowa i czwarta (lewy dolny rég) to macierz
diagonalna, z —1 na przekatnej.) Mozna pokazaé, stosujac z rozwiniecie Laplace’a wzgledem n-tego wiersza,
ze wartos¢ tego wyznacznika to

A = det A det B. (7-39)

Wyznacznik 7-38 poddajemy teraz calemu szeregowi transformacji, ktore (por. podrozdzial 3.4) nie zmieniaja
jego wartosci. Naszym celem jest zastgpienie wszystkich elementéw b;; z dolnej prawej ¢wiartki zerami.
Osiagamy to dodajac do (n + 1)-ej kolumny kolumne pierwsza pomnozona przez by, druga pomnozona przez
bo1, 1 tak dalej — az do n-tej, pomnozonej przez b,;. Nastepnie do (n + 2)-ej kolumny dodajemy: kolumne
pierwsza pomnozong przez bio, druga pomnozong przez by, i tak dalej — az do n-tej, pomnozonej przez
bne. Procedure kontynuujemy — do kazdej (n 4 j)-ej kolumny dodajemy pierwsze n kolumn, przemnozonych
przez wspolczynniki byj, by, ..., by;. Prawa dolna ¢wiartka wyznacznika rzeczywiscie wypeinia sie zerami,
natomiast prawa gorna — jak mozna sprawdzi¢ — wypetnia si¢ elementami c;;, = a;1b1x + @iobog + . . . + Ainbyk.
Po transformacji

11 aiz ... Qip Ci1 Ci2 ... Cinp
g1 Q22 ... G2, C21 C22 ... Cop
_ Ap1 QAp2 ... Gppn Cpl Cp2 ... Cpp ~
A=120 0 o0 0 0 .0 (7-40)
0O -1 ... 0 0O 0 ... O
0 O ... =1 0 0O ... 0

Pozostaje rozwinaé ten wyznacznik wzgledem n-tej kolumny — jego warto$é¢ (po uwzglednieniu znaku) jest
det C. (Powyzszy dowdd warto przesledzi¢ krok po kroku, w celu nabycia bieglosci w ,rachunkach wyznacz-

nikow”.)
Oczywistym wnioskiem z twierdzenia o wyznaczniku iloczynu macierzy jest
det(A 1) = L (7-41)
~ det(A)’

(iloczyn tych dwéch wyznacznikéw jest réwny wyznacznikowi macierzy jednostkowej, ktérego warto$é to
oczywiscie 1).
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7.1.6 Macierz odwrotna — metoda Gaussa-Jordana

Technika Gaussa-Jordana znajdywania macierzy odwrotnej opiera sie na réwnaniach 7-23 i 7-17:

A'A=T i (7-33)

AT =A"" (7-27)

Macierz A i macierz jednostkows poddajemy tej samej sekwencji operacji: z symetrii powyzszych rownan
wynika, ze jezeli ta sekwencja doprowadzi do przeksztatcenia macierzy A w macierz 7 , to przeksztalcana row-
nolegle macierz jednostkowa powinna staé sie macierzg A ~!. Prze$ledzmy te technike na prostym przyktadzie.
Macierz A (3x3), dla ktorej szukamy macierzy odwrotnej i macierz jednostkowa poddajemy transformacjom
analogicznym do tych, jakie stosowaliSmy w podrozdziale 3.2, a takze 6.5.

Przyktad 7.1 Macierze ,wyjsciowe” to:
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3 21 1 00
A=12 31 iZ=(0120
11 4 0 01

Pierwszy krok to przeksztatcenie pierwszej kolumny A tak, aby zawierata same jednosci; w tym celu pierwszy
wiersz dzielimy przez 3, a drugi przez 2 — operacje przeprowadzamy na obu macierzach:

1 2/3 1/3 1/3 0 0
1 3/2 1/2 | i 0 1/2 0
1 1 4 0 01

Pierwszy wiersz odejmujemy od drugiego i trzeciego:

1 2/3 1/3 1/3 0 0
0 5/6 1/6 | i | —1/3 1/2 0
0 1/3 11/3 ~-1/3 0 1

Pierwsza kolumna transformowanej macierzy A ma juz szukang postaé: 1 na przekatnej i zera poza nig.
Aby uzyskaé¢ to samo dla drugiej kolumny, dzielimy drugie wiersze obu macierzy przez 5/6 i odejmujemy
tak przetransformowany wiersz, po uprzednim pomnozeniu go przez 2/3, od wiersza pierwszego, oraz — po
uprzednim pomnozeniu go przez 1/3 — od wiersza trzeciego. Otrzymujemy

10 1/5 3/5 —2/5 0
o1 15| i | -2/5 3/50
00 18/5 ~1/5 —-1/5 1

Druga kolumna uzyskata zadang postac¢. Pozostaje wykonaé¢ analogiczng sekwencje dla trzeciej: dzielimy trze-
cie wiersze przez 18/51 ;nowy” trzeci wiersz odejmujemy, po uprzednim pomnozeniu przez 1/5, od pierwszego
i drugiego. Macierz A zostata przetransformowana do macierzy jednostkowej, a macierz jednostkowa — do
macierzy A %

100 11/8 —7/18 0
010 i | -1/18 —7/18 —1/18
00 1 ~1/18 —1/18  5/18

Podkreslmy raz jeszcze, ze metoda eliminacji jest znacznie skuteczniejsza i ,mniej niebezpieczna” (z uwagi na
mogace pojawiaé sie problemy numeryczne) niz pozornie ,bardziej elegancki” wzor 7-27. Ten ostatni warto
stosowa¢ w zasadzie tylko do znajdywania macierzy odwrotnej o wymiarach 2 x 2.

7.1.7 Macierz i jej wyznacznik; interpretacja geometryczna wyznacznika

W podrozdziale 4.5 poznali$my jawna posta¢ macierzy obrotu uktadu wspoétrzednych (lub wektora). Poniewaz
jest to macierz transformacji, ktérej mozna przyporzadkowaé transformacje odwrotna to wyznacznik jest
rozny od zera i jest roéwny jednosci:

cosf sind
—sin@ cosf

|:1. (7-42)

Macierz obrotu (uktadu X o kat ), ktorej wyznacznik podany jest powyzej, transformuje wspotrzedne wekto-
ra: stare wspotrzedne (4., A,, w uktadzie XJ) zostaja zastapione nowymi (A}, A}, w u ktadzie ¥'). Powiedzie-
liSmy, ze zamiast obraca¢ uklad mozemy obraca¢ wektor; rownanie 4-56 mozemy interpretowac jak skutek
obrotu wektora A o kat —6.

Jezeli wspotezynniki tworzace macierz obrotu — kosinusy kierunkowe, por. wzory punktu 4.5 — przemnozy¢
przez dodatkowa liczbe «, to do obrotu dotaczy sie wydtuzenie (skrocenie) wektora o czynnik a. Czy potrafimy
jednak zinterpretowa¢ wynik dziatania na wspétrzedne wektora dowolnej macierzy 2 x 2 (caly czas rozwazamy
— dla prostoty — sytuacje na plaszczyznie)? Owszem, jezeli przesledzimy skutki dziatania takiej macierzy na
wersory osi — wektory bazy kanonicznej (por. 6.2): e; i ey. Ich macierzowy zapis to;

q:<é> oraz @:<?>. (7-43)
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Rysunek 7.2: Przeksztalcenie wersorow osi realizowane przez macierz M.

Jezeli podziata¢ na nie macierza

M:<ZS>, (7-44)

() ()= () s
() (7)=(3) o

Dwa wektory bazowe ptaszczyzny przeksztalcity sie dwa nowe wektory:

w1:<‘6‘> oraz w2:<2>. (7-47)

Nie beda to juz — w ogdlnym przypadku — wektory prostopadte, natomiast beda one liniowo niezalezne, a
wigc nie wspotliniowe, pod warunkiem, ze wyznacznik macierzy 7-44 jest r6zny od zera. Wynika to z definicji
rzedu macierzy, z rachunkow wyznacznikow, ale moze by¢ takze uzasadnione prostym rozumowaniem ,geo-
metrycznym”: liniowa niezalezno$¢ dwoch wektorow oznacza rézng od zera wartos¢ ich iloczynu wektorowego.
Ten za$, to (por. podrozdziat 4.3)

to

oraz

wi X wy = €3<(ld — bC) = 63’A|. (7-48)

Nieosobliwa macierz uogélnionego obrotu przeprowadza wiec wektory bazy kanonicznej w dwa, liniowo nie-
zalezne, wektory w; i ws — tak jak przedstawia to Rys.7.2. Przy tym, jednostkowy kwadrat zbudowany na
wersorach e; i ey staje si¢ réwnolegtobokiem, o polu réwnym wyznacznikowi |A| — Rys.7.3. Zauwazmy tez,
ze ,nowe” wektory to kolumny macierzy M.

Mnozgce, przez macierz M , wersory bazy kanonicznej otrzymujemy odpowiednie wektory-kolumny macierzy
M.

Uzyskujemy prosta i uzyteczna interpretacje wyznacznika: wyznacznik |A| okresla stosunek, w jakim zmieniajq
sie powierzchnie pod wplywem przeksztalcenie przestrzeni wektorowes, realizowanym przez macierz A .° Dla
opisywanego w podrozdziale 4.5 przeksztatcenia czystego obrotu powierzchnie nie ulegaly zmianie — obrécony
kwadrat jednostkowy miatby w dalszym ciagu powierzchnie rowna 1. W przypadku ogélnym mamy dodatkowo
do czynienia z tzw. skalowaniem — zastapienie starych wektorow bazowych przez nowy uktad wektorow
liniowo niezaleznych wprowadza nowy ,system jednostek” do naszej przestrzeni. Taki nowy system moze tez
na przyktad polega¢ na zastapieniu centymetrow metrami (w pomiarach dtugosci). Macierz odpowiadajaca
takiemu przeksztatceniu bedzie miata posta¢ diagonalng, z elementami na przekatnej rownym stosunkowi
nowych i starych dhugosci.

7.2 Rzad iloczynu macierzy — twierdzenie Sylvestra

Z twierdzenia o wyznaczniku iloczynu macierzy wynika, ze macierz bedaca iloczynem kilku macierzy, z ktorych
cho¢ jedna jest osobliwa, bedzie tez macierza osobliwag. Trudniej jest co$ powiedzie¢ o rzedzie macierzy-
iloczynu i jego zwiazku z rzedami macierzy-czynnikéw. Na przyklad mnozac przez siebie dwie macierze,

5Zauwazmy, ze zgodnie z punktem 4.3 skorzystaliémy z iloczynu wektorowego aby okreslié pewng powierzchnie.
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Q*

R* p*

0" « > <>
a b

Rysunek 7.3: Pole rownolegtoboku powstatego z kwadratu o boku 1 réwne jest ad - be.

ktorych rzad jest réwny jednosci:

20\ (30 _ 6 0

0 0 0 0 N 0 0

20) (00 B 0 0

0 0 0 3 - 0 0
dostajemy w pierwszym przypadku macierz, ktorej rzad jest rowny jednosci, a w drugim — zeru.
Obowigzuje
Twierdzenie 7.2 (Sylvestra) Rzqd macierzy-iloczynu nie moze byé wiekszy od rzedow poszczegolnych czyn-
nikéw iloczynu.’

Z ciekawszym przypadkiem mamy do czynienia, jezeli rozpatrujemy iloczyn dowolnej macierzy A i nieosobliwej
macierzy Q Wowczas:

Twierdzenie 7.3 Rzqd macierzy AQ (takie: Q A ) jest rowny rzedowi macierzy A .

Rzeczywiscie, jezeli iloczyn to

AQ =F

to rzad macierzy F nie moze by¢ wiekszy od rzedu macierzy A . Mnozac powyzsze rownanie od prawej przez
Q ! dostajemy
A=FQ!

i — wykorzystujac raz jeszcze twierdzenie Sylvestra — wnioskujemy, ze rzad macierzy A nie moze by¢ wickszy
od rzedu macierzy F . Z obu konkluzji wynika teza — rzad macierzy F = A Q jest rowny rzedowi macierzy

A.

6Bez dowodu. Twierdzenie jest zreszta latwe do przyjecia — rzad macierzy jest miarg niezaleznosci wektoréw-kolumn; trudno
sobie wyobrazié¢, aby mnozenie uktadéw o okreslonych stopniach tej niezaleznosci moglo da¢ w wyniku uktad o wyzszym stopniu
niezalezno$ci.
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Rozdzial 8

Formy kwadratowe

8.1 Wprowadzenie

Jednym z najbardziej chyba fascynujacych rozdziatéw historii nauk $cistych sg dzieje astronomii. Kilka tysie-
cy lat obserwacji, wnioskow jakosciowych, przeksztatcajacych si¢ stopniowo w iloSciowe. Te pierwsze wnioski
ilosciowe, choé¢ zupetnie bledne (,precyzyjny” system geocentryczny Ptolemeusza, aleksandryjskiego astro-
noma z 2. wieku po Chrystusie), pobily swoisty rekord w dziejach nauki — przez prawie péttora tysiaca lat
przyjmowane byty powszechnie jako opisujace rzeczywisto$é. Ba, jeszcze w polowie 18. wieku (!) wydawano
pseudonaukowe dziela!, w ktérych opisywano krazace wokét Ziemi Stofice, wokot ktoérego z kolei krazyty We-
nus i Merkury. Co do Marsa i Jowisza sprawa nie byta do konca jasna — planety te krazyty wedtug Informacyj
W zasadzie” wokot Stonca...

Tymczasem juz w potowie 16. wieku ukazaly sie przeciez De revolutionibus orbium celestium Kopernika,
stanowiace (nie do konca jeszcze poprawne) podwaliny systemu heliocentrycznego, a w poczatkach 17. wieku,
,matematyk cesarski”, Joachim Kepler, nastepca wielkiego Tychona Brahe, opublikowal niewielkie, ale jakze
wazne dzieto Astronomia nova aitiologetos, seu Physica Coelestis, tradita commentariis de motibus stellae
Martis, ex observationibus Tychonis Brahe. W tej Nowej astronomii, popularnie objasnionej, czyli Fizyce
Niebieskiej, z komentarzami o ruchach qwiazdy Mars, wedle obserwacji Tychona Brahe Kepler okreslit dwa
postulaty, ktore znamy obecnie pod nazwa pierwszego i drugiego prawa Keplera Pierwszym z tych praw byto
stwierdzenie, ze planety poruszaja sie woko! Storica po elipsach.?

W tym momencie okazalo sie, ze akademickie” zainteresowanie (jeszcze starozytnych Grekéw !) krzywymi
stozkowymi, a wiec krzywymi jakie uzyskujemy przecinajac powierzchnie stozka plaszczyzng stato sie w
pelni uzasadnione praktycznie. Elipsa to jedna z trzech (pozostate to hiperbola i parabola) typéw krzywych
stozkowych. Ich réwnania, zapisane na ptaszczyznie Oxy, przy zalozeniu, ze srodek krzywej stozkowej pokrywa
sie z poczatkiem uktadu wspotrzednych, to réwnanie w ktorych wystepuja drugie potegi wspotrzednych.
Najprostszym takim rownaniem jest rownanie okregu:

2? +y* = R (8-1)

zbioru punktow, ktorych odlegtosé od punktu zwanego srodkiem jest wielkoScia stata, zwang promieniem okre-
gu R. Réwnanie (i pojecie) okregu tatwo uogdlnié¢ do przestrzeni 3-wymiarowej; réwnanie sfery o promieniu
R to

2 +y? + 22 = R2 (8-2)

Z kolei przejscie od okregu do elipsy (od sfery do elipsoidy) polega na pewnym ,przeskalowaniu” osi. Zatézmy,
ze wychodzimy od sfery jednostkowej (R = 1) a nastepnie zmniejszamy jednostke skali a razy na osi z-6w, b
razy na osi y-6w 1 ¢ razy na osi z-6w. Innymi stowy, tréjka [z, y, z] przechodzi w trojke [X,Y, X|, przy czym
zachodzg réwnosci:

X=ax, Y=0b, Z=cz

LInformacya Matematyczna, rozumnie (? — AL) Ciekawego Polaka, Swiat caly, niebo y ziemie, y co na nich iest, W trudnych
Kuwestyach y Praktyce iemuz Ulatwiajgca, Przez W.X. Woyciecha Bystrzonowskiego Theologa Soc. Jesu, Roku 1749 drugi raz
przedrukowana.

2Drugie prawo K. to prawo zachowania predkoéci polowej: promiefi wodzacy planety zakreéla w réwnych odstepach czasu
rowne pola. Na trzecie prawo, wiazace kwadraty poétosi eliptycznych toréw planet z szeScianami okreséw ich obiegu wokdt Stonca
przyszto czekaé jeszcze dobry dziesiatek lat.
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Wyliczajac z powyzszych wzoréw trojke x,y, z i podstawiajac do réwnania sfery (8-1) mamy réwnanie elip-

soidy , , ,
Y+ () + (2 -

ktore dla dwoch wymiaréw redukuje sie do rownania elipsy

) ()

W réwnaniach tych, a konkretnie w lewych stronach réwnan, zmienne z,y i z (X, Y, i Z) wystepuja w drugiej
potedze. Kazda taka ,lewa strona” reprezentuje okrag lub elipse (badz sfere lub elipsoide) — po prawej stronie
mamy kwadrat promienia (okregu lub sfery), albo jedynke. W tym ostatnim przypadku mozemy dokonaé
prostego przeksztatcenia — np. réwn. 8-4 sprowadzi¢ do postaci

boo Gy
aX + bY = ab. (8-5)
Stosunki a/b i b/a sa bezwymiarowe; lewa strona to w dalszym ciggu suma kwadratéw zmiennych z pewny-
mi wagami; natomiast prawg mozemy interpretowac jako ,Srednig geometrycznag kwadratéw podtosi elipsy”
(< R? >= va2h? = ab).> Mozna wiec powiedzie¢, ze lewe strony réwnan 8-2 i 8-3 reprezentuja rodziny sfer i
elipsoid o tym samym $rodku (poczatek uktadu wspétrzednych) i réznych ($rednich) promieniach. Wyrazenia
takie nazywamy formami kwadratowymsi. Nie trudno jednak zauwazy¢, ze wybraliémy je nieco zbyt proste.
Réwnaniem, ktore traktowaé bedziemy jako definicje ogblnej postaci formy kwadratowej, dla przypadku, kie-
dy liczba wymiaréw naszej przestrzeni wektorowej n = 2, bedzie

Ax* + 2Bxy + Cy* = D. (8-6)

Oprocz wyrazow z kwadratami z-a i y-a mamy w nim wyraz ,mieszany”: 2Bxy, w ktérym obie zmienne
wystepuja w pierwszej potedze. Ich iloczyn wigc bedzie ,wyrazem kwadratowym”. Zauwaz, ze jezeli jednostka
x-a i y-a jest np. metr, to wszystkie trzy wyrazy: 22, y?, xy wyrazone sa w metrach kwadratowych.

Czy postac¢ 8-6 rozni sie w sposob zasadniczy od postaci 8-47 Jezeli nasz uktad wspétrzednych, w ktorym
wyrazone sa wspotrzedne x i y obrocié o kat 6 (por. punkt 4.5), to nowe wspétrzedne 2’ i 3y powiazane sa ze
ystarymi”

x = 2'cosf — y'sind
y = a'sinf + 1y cosé. } ' (8-7)
Warto sprawdzié, ze dla wprowadzajac nowe state A’ i C’, spetniajace
A" = Acos’f+ Csin?6 + 2Bsinf cos b
C' = Asin?6+ Ccos?6 — 2Bsinf cosb,
gdzie 0 = %arc tg[2B/(A — C)], rownanie 8-6 (po podstawieniu za z i y z 8-7) przyjmuje postac
A,ZE,Z _|_ C,y/2 — D, (8-8)

— forma kwadratowa, zawierajacy wyraz mieszany 2Bxy przy transformacji liniowej wspotrzednych 8-7, moze
zosta¢ sprowadzona do postaci zawierajacej wytacznie kwadraty poszczegdlnych zmiennych, tzw. postaci
kanoniczney.

8.2 Definicja i wlasnosci formy kwadratowej

Ogolna postaé formy kwadratowej n zmiennych (a wiec skojarzonej z IR" — zmienne to wspéhrzedne wektora
takiej przestrzeni; x;, i =1,...,n) otrzymujemy wprowadzajac oznaczenie a;; na wspotczynnik wyrazu 7
oraz 2a;; dla wyrazu z;x;, dla i # j. Ten ostatni wyraz spetia z;x; = z,x;, a wiec zamiast a;;x;x; mozemy
réwnie dobrze zapisaé aj;x;;, pod warunkiem, ze macierz wspétezynnikéw a;; jest macierzq symetryczng (por.

3Zastanéw sie, jak przeksztalcié 8-3, aby po prawej strony wystapil ,$redni kwadrat promienia elipsoidy” (< R? >= V/a2b2c?).
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rozdziat dziesiaty): a;; = aji, czyli A = A”. Dlatego ,mieszany” wyraz, ze wskaznikami i # j zapisujemy
jako:
QCLUSII@'LE]' = aija:ixj + ajixjxi- (8—9)

Przy takich odznaczeniach ogdlna i zwarta posta¢ formy kwadratowej to

f=2.

=17

n n

Qg X525 . (8-10)
=1

Symetryczna macierz wspotczynnikéw a;; to macierz kwadratowej formy f, a rzqd tej macierzy r nazywamy

rzedem formy kwadratowej. Jezeli r = n, czyli macierz A jest nieosobliwa, to i kwadratowa forme okreslamy

jako nieosobliwa.

Forme kwadratowg mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu trzech macierzy, z ktérych jedna to macierz wspot-

czynnikéw a,;, o wymiarach n x n, a dwie pozostale to jednokolumnowa i n-wierszowa macierz-wektor X" i

transponowana do niej, jednowierszowa (n kolumn) macierz X . Mamy:

f=xTAXx, (8-11)
e ann aiz ... Qin
e (8-12)
Gt e
oraz -
XT = (21,29,...,20), X = ng . (8-13)
.

Rzeczywiscie, iloczyn AX to jednokolumnowa macierz
n
2 j—1 A1;T;
n
' 9T
e (8-14)

201 AngTj

ktéra po przemnozeniu od lewej przez X T daje nam w wyniku ,jednoelementows” macierz (jeden wiersz,
jedna kolumna) — prawa strone definicji 8-10.

Jak zaznaczyliSmy na samym poczatku, postaé¢ formy kwadratowej zalezy od uktadu wspotrzednych, albo —
bardziej ogblnie — od uzywanej bazy naszej IR". Przejscie pomiedzy wspotrzednymi wektorow IR" wyrazonymi
w jednej i drugiej bazie to liniowa transformacja, reprezentowana przez nieosobliwa macierz @ (bedziemy o
tym moéwié¢ doktadniej w rozdziale nastepnym); mozemy, na przyktad, zapisaé:

T; = Z GirYe, ©=1,2,...,n. (8-15)
k=1

Zapisujac powyzsze réwnanie w postaci macierzowej:

X =0), (8-16)
a takze (dla macierzy transponowanych
xT=yTo”, (8-17)
i podstawiajac z dwoch ostatnich réwnan do 8-11 otrzymujemy
f=Y"QTAQY =Y"BY, (8-18)
gdzie macierz B to
B=0TAQ. (8-19)
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Podobnie jak macierz A jest to macierz symetryczna
BT _ (QTAQ)T —_ QTAT(QT)T — QTAQ — B
Z powyzszych rachunkéw wynika:

Twierdzenie 8.1 Forma kwadratowa n wspotrzednych, okreslona macierzq A , przeksztalca sie — w wyniku
poddania wspotrzednych transformacyi okreslonej macierzg @ — w forme kwadratowg n nowych wspotrzednych;
macierz nowej formy to QT AQ .

(Transformacja, ktorej podlega macierz A nazywa sie transformacjg podobieristwa. Powrdcimy do niej w
rozdziale dziesiatym.)

Jezeli macierz transformacji @ byta nieosobliwa to — por. punkt 7.2 — rzad macierzy Q7T A Q jest réwny
rzedowi macierzy A .

Wynika stad

Twierdzenie 8.2 Rzqd formy kwadratowej nie zmienia sie jezeli poddac jg transformacyi, ktorej macierz jest
nieosobliwa.

Powracajac do dyskusji na poczatku tego rozdzialu: sposréd nieskonczenie wielu transformacji szczegdlnie
beda interesowaly nas te, ktére przeprowadzaja forme kwadratowa 8-10 do postaci kanonicznej (por. 8-8), w
ktorej wystepuja wytacznie kwadraty wspotrzednych wektora. Taka posta¢ kanoniczna to

f =01y +boys + ...+ buyr, (8-20)

gdzie y1, Yo, . . ., Yn 88 nowymi wspotrzednymi. Nie wszystkie wspotczynniki by, bs, . .., b, musza by¢ rézne od
zera. Ale z twierdzenia o rzedzie macierzy formy i z punktu 6.4 wynika, ze musimy zawsze mie¢ r niezerowych
wspotezynnikéw. Zdiagonalizowana macierz formy kwadratowej w jej postaci kanonicznej to

by 0 ... O
0 by... O

. (8-21)
0 0 ... b,

— sposréd n wspotezynnikéw r musi by¢ réznych od zera.
Mozliwos¢ sprowadzenia formy kwadratowej do postaci kanonicznej okresla si¢ jako

Twierdzenie 8.3 (Lagrange’a) Dla kazdej formy kwadratowej istnieje baza, w ktorej forma ta ma postacé
kanoniczng.

Dowdd tego twierdzenia stanowi zarazem ilustracje techniki uzyskiwania postaci kanonicznej. Aby go prze-

prowadzié¢, zatdézmy, ze a;; # 0 i przepiszmy 8-10 wydzielajac wyrazy zawierajace x:

f - CLHLL’% + Z 2a1kx1xk -+ Z Z QT 5. (8-22)

k=2 i=2 j=2

Pierwsze dwa wyrazy (uwaga na znak sumy!) po prawej stronie znaku réwnosci uzupeliamy do kwadratu:

n n 2 n 2
xf + 2 Z %xlxk + (Z alkm) ] — <Z alkm) }

k=2 411 k=2 411 k=2 411

n

2

anl’l‘i‘g 2G1k(L’1{Ek = CLH{
k=2

- au (ml + Z xk>2 ~an <an a”ka>2 . (8-23)

r—o @11
Ktadac
'y =/|an <{E1 + Z a:k> r,=x, k=2,....n (8-24)
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i podstawiajac do 8-22 otrzymujemy*
f=sign(an) 2T + ..., (8-25)

gdzie wyrazy opuszczone tworza forme kwadratowa nie zawierajaca sktadowej z/2. Powyzszy schemat stosu-
jemy ponownie, eliminujac sukcesywnie wszystkie wyrazy zawierajace iloczyny réznych wspotrzednych.
Schemat dowodu dla formy w postaci ogdélnej wymaga pewnej biegtosci w rachunkach, w ktorych mamy do
czynienia ze znakami sum. W praktyce mamy do czynienia z formami kwadratowymi w ktérej wystepuja
dwie, trzy zmienne. Sprobujmy przesledzi¢ na w miare prostym przyktadzie sprowadzanie formy kwadratowe;j
do postaci kanoniczne;j.

Zauwazmy po pierwsze, ze schemat dowodu wymaga aby ay; # 0. Jezeli tak nie jest, to musi wystepowaé
w formie pewien wyraz mieszany, zawierajacy wspoOtczynnik ayx;k = 2,...,n (inaczej bowiem w formie
nie byloby w ogéle wyrazéw z x1). Przypusémy wiec, ze forma sktada sie z wyrazu 2ai2x129 i pozostatych
wyrazow, z ktorych kazdy zawiera chociaz jedng z wielkosci zs, . . ., x,. Dokonujac nieosobliwej transformacji

X1 =21 — 23, Xo=21+2, xpr=2z, dla k=3,....n (8-26)
wyraz 2a12212o przeksztatcamy do
2@121]1.%‘2 = 2(112(21 - ZQ)(Zl + ZQ) = 2@122% — 2@1225. (8-27)

Podkredlmy: transformacja jest nieosobliwa; jej macierz to

1 -1 0 0
1 1 0
0 01 0

; (8-28)
0 00 01
wyznacznik tej macierzy jest réwny 2. W formie pojawiaja sie kwadraty dwdch wspotrzednych; tatwo za-

uwazy¢, ze na pewno nie moga one zredukowaé sie do zera z pozostalymi sktadnikami formy (te ostatnie
zawieraja przynajmniej jedna z wielkosci zs, ..., z,).

Przyklad 8.1 Mamy przeksztalci¢ do postaci kanonicznej forme

g = 21129 — 61973 + 2237;. (8-29)
Pierwsza transformacja to
T =Y — Y2, T2=Y1+Y2, Tz=Ys. (8-30)
Macierz tej transformacji
X =AY (8-31)
to
1 -1 0
A=11 10 (8-32)
0 01
Nowa postac¢ formy to
9= 29% - 23/5 — 4y1y3 — 8Yays. (8-33)

Wspotezynnik przy 32 jest rézny od zera i aby wyeliminowa¢ —4y,y3 mozemy zastosowaé rown. 8-24. Ale
uwaga: w poprzednim kroku zmienne aktualnej formy wyrazaliSmy poprzez pewne nowe zmienne x — y; teraz
zmienne aktualne (y) stuza do konstrukeji kolejnych zmiennych. Czyli

Y =BZ; Z=B"1Y. (8-34)

Ktadziemy
z = \/§(y1 —Y3), Z2=1Y2, Z3=Us.

4Przypominam: sign(ai1) to znak (+ lub —) wspélezynnika a;q. Zaraz okaze sie, ze znaki wspotezynnikéw formy sa istotne!
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Jawna posta¢ macierzy tej transformacji (B ') i macierzy do niej odwrotnej (B) to

V2 0 V2 1/vV2 0 1
B'l=| 01 0 B = 010
00 1 001
Kolejna postaé¢ formy to
g =2} — 225 — 2235 — 8zp23;
ostatnia transformacja, analogiczna do poprzedniej to
Z=CT; 7T=C'Z. (8-35)
Ktadziemy
tl =z, tg = \/5(22 + 223), tg = Z3.
Macierz tej transformacji (C ~') i macierz do niej odwrotna (C) to
1 0 0 1 0 O
Cl'=10 V2 2V2 C=|0 1/vV/2 -2
0 0 1 0 0 1
Ostateczna postac¢ formy
g =1t —t3+6t3. (8-36)

Posta¢ te mozemy uzyska¢ bezposrednio, jezeli do postaci 8-29 zastosowaé transformacje, ktérej (nieosobliwa)
macierz jest iloczynem (sprawdz!)

1/vV2 —1/vV2 3
ABC = 1/vV2  1/v2 -1
0 0 1

Odpowiada to podstawieniu za x;, i = 1,2,3 w 8-29

1 1
T, = —=t; — =ty + 3t
' V2Rt
1t+1t t
€T = — ——To —
’ N Y
r3 = t3.

Do zagadnienia redukcji form kwadratowych powrdcimy jeszcze w rozdziale jedenastym.

8.3 Prawo bezwladnosci dla form kwadratowych

Kanoniczna posta¢ do ktérej sprowadzamy okreslong nie jest ,jedyna w swoim rodzaju”; kazda forma kwa-
dratowa moze zosta¢ zredukowana do postaci kanonicznej na szereg sposobéw. Na przyktad, omawiang przed
chwilg forme 8-29 mozemy stosujac transformacje

ry = tl + 3t2 + 3t3
Ty = tl — tz — 2t3
Irs = t3.
przeksztatci¢ do postaci kanonicznej
g = 2t] + 6t5 — 813,

ktora rézni sie od 8-30.
Powstaje wiec naturalne pytanie: czy rézne postacie kanoniczne majg pewne ,wspolne” cechy, a takze — jakie
warunki muszg by¢ spetnione, aby dana forma kwadratowa mogta zostaé przeksztalcona w inng forme, przy
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pomocy nieosobliwej transformacji liniowej. W przypadku tej ostatniej ograniczamy sie do transformacji,
ktorych macierze sktadaja sie wyltgcznie z elementow bedacych liczbami rzeczywistymi.

Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze kazda forma kwadratowa, ktorej rzad réwny jest r, a liczba wystepujacych
w niej niewiadomych wynosi n moze zosta¢ zredukowana do kanonicznej postaci

f=art+.. . qx; — @iy — - —Cae, 0< k<, (8-37)
gdzie state ¢, ..., g, Cha1, - - -, Cr 58 wszystkie wieksze od zera (zauwaz: w postaci 8-20 nie wypowiadalismy
sie na temat znaku stalych b;). Co wiecej, prosta transformacja

zi =y, dla i=1,...r z=wy, dla i=r+1,...,n (8-38)

sprowadza forme 8-37 do tzw. postaci normalnej (niektére podreczniki wtasnie taka forme nazywaja forma
kanoniczna):
f=a+. +q 2= =2 (8-39)

Liczby wspo6tezynnikéw dodatnich — k — i ujemnych — [ = r — k to para liczb (k,l) — tzw. sygnatura formy
kwadratowe;j.
Mamy

Twierdzenie 8.4 (o bezwladnosci form kwadratowych) Sygnatura formy jest niezmiennikiem kaz-
dej nieosobliwej transformacyi lintowes, tzn. nie zalezy od wyboru bazy, w ktorej dana forma ma postac kano-
niczng.

(Dow6d pomijamy).

W niektérych podrecznikach sygnature formy definiuje sie jako réznice k — [. Nazwa ,sygnatura” sugeruje
(stusznie), ze sygnatura formy nie zalezy od bazy w jakiej ja wyrazamy, a takze (niestusznie!), ze sygnatura
jednoznacznie okresla forme.

Forma kwadratowa a formy liniowe

W podrozdziale 6.1.1 wprowadziliSmy pojecie formy liniowej, okreslonej w wektorowej przestrzeni IR". Mnozac
przez siebie dwie formy liniowe

¢ = a1T1 +a2To + ...+ apTy i 1/1 = bll’l + le’g + ...+ bnl’n (8-40)

otrzymujemy forme kwadratowa — f = ¢ - 1. Takie przedstawienie formy kwadratowej w postaci iloczynu
dwdéch form liniowych nie zawsze jest mozliwe. Mozna wykazac, ze

Twierdzenie 8.5 Forma kwadratowa o wspotczynnikach rzeczywistych moze zostac przedstawiona w postaci
tloczynu dwoch form liniowych wtedy 1 tylko wtedy gdy jej rzqd jest nie wiekszy od jednosci, a sygnaturg jest
para rownych sobie liczb — (k,l = k).

8.4 Formy kwadratowe okreslone dodatnio

Specjalne miejsce, szczegblnie w zastosowaniach ,fizycznych” zajmuja — jak juz zauwazyliSmy — formy o
wspolezynnikach rzeczywistych, o postaci normalnej sktadajacej sie z n wyrazow (jesteSmy w IR" 1), kt6rych
wszystkie wspotezynniki sg dodatnie. Formy takie nazywamy formami okres§lonymi dodatnio; ich rzad jest
réwny n, a ich sygnatura to (n,0).

Obowiazuje

Twierdzenie 8.6 Forma kwadratowa o wspolrzednych xq,xs, ..., T, @ rzeczywistych wspotczynnikach jest
formq okreslong dodatnio wtedy i tylko wtedy jezeli dla wszystkich rzeczywistych wartosci x;, z ktorych przy-
najmniej jedna jest rozna od zera, warto$é formy jest dodatnia.

W konsekwencji, forma okreslona dodatnio ma nastepujace wlasnodci:
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1. Wyznacznik macierzy formy dodatnio okreslonej jest rézny od zera: det |a;| # 0.

Dowdd jest natychmiastowy. Gdyby wyznacznik byt rowny zeru to uktad réwnan jednorodnych

n
Zaikxk:() 1=1,...,n
k=1

czyli
AX =0
miatby nietrywialne rozwigzanie — wektor
o
x=| "
.

o nie wszystkich z; = 0. W takim razie forma

e}

(xl,...,:cn>

XTAx = x7(Ax)= | =0,

o

(e IR

co jest sprzeczne z zatozeniem o dodatniej okreslonosci formy.

2. Wyznacznik macierzy formy dodatnio okreslonej jest wiekszy od zera: det |a;| > 0.

I tutaj dowdd jest prosty: na mocy twierdzenia Lagrange’a forme (okre$lona macierza wspoétezynnikéw
A) mozna przedstawi¢ w postaci normalnej; wyznacznik macierzy takiej formy det(N) = 1. Przypusé-
my, ze (nieosobliwa) macierz transformacji podobienistwa (por. wzory 8-18, 8-19) to macierz Q ; macierz
naszej formy (w postaci normalnej) to macierz N = QT A Q, albo

A=PINP, (8-41)

gdzie P to macierz transformacji odwrotnej do transformacji A — N; P = Q ', Z twierdzenia o
iloczynie wyznacznikow mamy

det |A| = det |PT| - det |[N|-det|P| =1- (det |P|)* > 0.

3. W koncu — bez dowodu — warto poznaé prosty sposéb identyfikacji ,dodatnio$ci” formy zapisanej w

dowolnej postaci: kwadratowa forma f o wspotczynnikach rzeczywistych, we wspotrzednych x4, ..., x,
jest okreslona dodatnio, jezeli wszystkie minory gléwne macierzy formy A sa dodatnie. Minory gtéwne
macierzy A, to minory rzedu 1,2,...,n, usytuowane w lewym, gérnym rogu:
a;pr a2 ... Qg ai;lr a2 ... QAip
apnnl  ai2 Q21 Q22 ... Q2 Q21 Q22 ... Q2q
aiy, yee ey . (8—42)
a21 a2
Q1 A2 ... Qi Ap1 Ap2 ... Qpp

Przyktad 8.2 Rozpatrzmy forme

f =527 + 22 + 522 + 4xy19 — ST123 — 42073 (8-43)
Jej minory gltowne to
5 2 —4
5, ‘g?’:1 2 1 —2|=1,
—4 =2 5)

wszystkie sg dodatnie — forma jest okreslona dodatnio.
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Przyktad 8.3 Forma (bardzo podobna do 8-43)

f = 3$% + 233 + 513?) + 4.1’1372 — 81311’3 — 4%2%3,

nie jest okreslona dodatnio. Drugi ,z rzedu” minor gtéwny

=1

3 2
21

jest mniejszy od zera.

8.5 Formy kwadratowe w fizyce

Zanim przejdziemy do dalszych dyskusji formalnych wtasnosci form kwadratowych warto uzmystowié¢ sobie,
ze struktury te, bardzo istotne w réznych dziatach matematyki, majg pierwszorzedne znaczenie takze w fizyce.
Rozwazmy na przykltad uktad dwéch drgajacych sprezyn® Kazda ze sprezyn ma pewien wspoélezynnik spre-
zystosci — odpowiednio k; 1 k2, a na konicu kazdej sprezyny znajduje sie masa: my i mo (por. Rys. 12.2).
Przesuniecia obu mas wzgledem ich potozen rownowagi to x1 1 zo. Jezeli wprowadzi¢ wektor X:

X = ( = ) , (8-44)

)

to dwa rownania okreslajace sity dziatajace na obie masy — sity harmoniczne: F} = —kyx, oraz Fy = —koxs
mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:

(B)-(% 2)(z) o

F=KX, (8-46)

albo:

gdzie F' to wektor okreslajacym sity dzialajace na masy, X — ich przesuniecia, a £ nazwiemy macierza
sprezystosci uktadu. Wiemy, ze energia potencjalna uktadu sprezyn — praca wykonana przeciwko sitom spre-
zystosci na przesunieciach xy i xo, to

1 1
E, = §k1x§ + 51@3:3, (8-47)
albo w zapisie macierzowym:
1 x 1 T 1 F;
Ep = —§<—k13§'1, —kQZ'Q) ( {L’; ) = —§<F1,F2) ( [L'; > = —§<$1’l’2) ( F; ) . (8-48)

Wykorzystujac druga czes¢ wzoru 8-48 i podstawiajac za wektor F' z rOwnania 8-45 otrzymujemy

1 F 1 ki O X1
E, = —§($17$2) ( F ) = §(x1,:p2) ( 0 ko > < ., ) . (8-49)

Energia potencjalna uktadu sprezyn i mas jest formg kwadratowa potozen obu mas. Otrzymalismy doktadnie
wyrazenie typu 8-11
X"MX,

gdzie macierz M to macierz opisujaca wtasnosci uktadu — macierz wspétezynnikéw sprezystosci). Co wiecej
energia kinetyczna tego uktadu bedzie tez formq kwadratowq predkosci obu mas — vy 1 vs:

1

1 1 mp 0 v
i 2, = 2 _ 1 1 )
Ey = 5T + 5201 2(1)1,1)2) ( 0 m ) < s ) : (8-50)

5Zagadnienie to jest szczegdlowo omawiane w punkcie 12.1.
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Obie energie to formy kwadratowe zmiennych : polozen (E,) lub predkosci (Ej). Oprocz tych zmiennych
argumentow form, wystepuja w nich — w postaci wspotezynnikéw liczbowych — pewne parametry fizyczne
uktadu — wspotezynniki sprezystosci sprezyn lub masy cial. Warto zauwazy¢, ze obie formy sa kanoniczne —
wystepuja w nich tylko kwadraty zmiennych, a nie ma wyrazéw mieszanych, typu zixs, czy vivy. Formalnie
wynika to ze specyficznej postaci macierzy K i M — sa to macierze diagonalne. Ma to tez swoje uzasadnienie
SAzyczne” | o ktérym ustyszysz na wyktadzie z mechaniki teoretycznej.

Forma kwadratowa jest takze moment bezwladnosci bryly sztywnej. Zmiennymi formy sa wspotrzedne (na
przyklad kartezjanskie) poszczegdlnych punktéw ciata, albo — bardziej konkretnie — elementarnych mas,
sktadajacych sie na bryte. O momencie bezwladnosci jako formie kwadratowej mozna przeczytaé w punkcie
12.3.
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Rozdziat 9

Odwzorowania

9.1 Wprowadzenie

Opisywana i dyskutowana kilkakrotnie operacja obrotu wektora na ptaszczyznie jest prostym przyktadem
transformacji liniowej — obicktem transformacji jest wektor — element IR?, natomiast operatorem jest ma-
cierz obrotu (2 x 2). W takim kontekscie operacja mnozenia wektora przez macierz-operator okreslamy jako
transformacje (odwzorowanie, funkcje okreélong dla elementéw) IR?.

Odwzorowanie polega na przyporzadkowaniu elementom jednego zbioru (zbioru wyjsciowego — dziedziny) ele-
mentéw drugiego zbioru (zbioru wynikowego — przeciwdziedziny). Formalnie mozemy zapisa¢ odwzorowanie
w postaci np. T'(z) = y, gdzie x i y to elementy dziedziny i przeciwdziedziny, a T — transformacja (funkcja
realizujaca odwzorowanie); istnieje szkota algebraiczna, ktéra preferuje zapis (x)T = y. Obrét wektora na
ptaszczyznie to przyktad odwzorowania typu IR* — IR*: dwdjce liczb (stare wspotrzedne wektora) przypo-
rzadkowujemy inng dwdjke nowych wspoétrzednych. Ale z odwzorowaniami mamy do czynienia na codzien®. —
np. powiedzenie: , Jan, ojciec Jasia” jest tez odwzorowaniem; role funkcji f spetnia stowo ,,0jciec”. Podobnie,
odwzorowaniem IR* — IR moze by¢ koficowa nota zaliczenia é¢wiczen (liczba — element IR) jako érednia trzech
not sprawdzianow pisanych przez studenta w trakcie semestru.

Czy kazde przyporzadkowanie moze by¢ uznane za odwzorowanie? W zasadzie tak. Wymagane jest okreslenie
dziedziny i przeciwdziedziny, a takze — w pierwszym rzedzie — jednoznacznych regut, wedtug ktérych elemen-
tom pierwszej zostaja przyporzadkowane elementy drugiej. Nie mniej jednak mozemy mie¢ do czynienia z
roznymi typami odwzorowan, ktorych okresleniem zajmiemy si¢ a nastepnym punkcie.

9.2 Injekcja, surjekcja, bijekcja. Izomorfizm

Rozpatrujac odwzorowanie T'(z) = b zadajmy pytanie: czy to réwnanie posiada rozwiazanie dla kaZdego b
— elementu przeciwdziedziny? Jezeli tak, to odwzorowanie nazywamy surjekcjg (odwzorowaniem surjektyw-
nym). Odwzorowanie ,ojciec”, ktérego dziedzina sa wszyscy ludzie, a przeciwdziedzing — mezczyzni, nie jest
surjekcja — nie kazdy mezczyzna jest ojcem. Schematyczny przyktad surjekcji daje rysunek 9.1

Kolejne pytanie: czy réownanie T'(z) = b ma — dla okreslonego b — tylko jedno rozwiazanie, czy ma ich
wiecej? Jezeli rozwiazanie jest jedno i tylko jedno, to odwzorowanie nazywamy injekcjg (odwzorowaniem
injektywnym). Réwnanie ,Ojciec z-a to Jan Kowalski” nie bedzie injekcja — Jan K. moze mie¢ kilkoro dzieci.
Ale réwnanie ,y = brat blizniak z-a”, ma — dla kazdego y jedno i tylko jedno rozwiazanie (zauwaz, ze w
tym przypadku dziedzina i przeciwdziedzina to te same zbiory). Injekcja (ale nie surjekcja) moze byé np.
identyfikator PESEL — nie wszystkie 11-cyfrowe liczby majg swoje odpowiedniki w zbiorze Polakéw, ale dany
PESEL nalezy do jednej i tylko jednej osoby. Schematyczny przyktad injekcji daje rysunek 9.2

W koncu — najbardziej interesujacy w zastosowaniach praktycznych typ — odwzorowanie bijekcyjne, albo
bijekcja. Jest to odwzorowanie, ktore jest jednoczesnie injekcja i surjekcja: kazdy element przeciwdziedziny
powstaje w wyniku odwzorowania okreslonego elementu dziedziny.

Rozpatrujac dwie (pod)przestrzenie wektorowe IL i L bedziemy je nazywali izomorficznymi (greckie — o tej
samej formie, tej samej strukturze) , (albo bedziemy moéwili o izomorficznej odpowiedniosci ich elementéw)
jezeli

'W sztuce Moliere’a ,Mieszczanin szlachcicem” bohater, pan Jourdain, dowiaduje sie, ze ,méwil proza cale zycie, nie zdajac
sobie z tego sprawy”. Podobnie jest z odwzorowaniami w naszej codziennej rzeczywistosci.
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Rysunek 9.2: Injekcja, ale nie surjekcja; nie ma rozwiazan dla T'(z) = AiT(z) = B.

1. odwzorowanie miedzy nimi jest bijekcja: kazdy wektor a nalezacy do IL mozemy skojarzy¢ z wektorem

a z I (obrazem a); réine wektory IL majg rézne obrazy, a kazdy wektor z L jest obrazem pewnego
wektora w IL.

2. odwzorowanie jest lintowe: zachodzq zwykle zwigzki:

(a—{—b)I = ad+b

(aa) = ad'.

Tak wiec, dwuwymiarowa przestrzen wektoréw, wychodzacych z jednego punktu ptaszezyzny (poczatku ukta-
du) jest izomorficzna z przestrzenia IR?, ktérej elementami sa uporzadkowane pary liczb rzeczywistych. Izo-
morficzne przyporzadkowanie obu przestrzeni wymaga okreslenia na ptaszczyznie konkretnego uktadu wspot-
rzednych.

Istotna wlasnoscig izomorfizmu w przestrzeniach wektorowych jest ,wspolnota zera”: obrazem zera przestrzeni
IL jest zero przestrzeni L Rzeczywiscie, jezeli a’ jest obrazem a, to mamy

a=(a+0)=d+0,

. . . /
co oznacza, ze wektor 0’ jest zerem przestrzeni I .

9.2.1 Zlozenie odwzorowan

Dwu- lub kilkakrotne zastosowanie odwzorowania, nazywamy ztozeniem (lub iloczynem odwzorowan). Wpro-
wadzmy oznaczenie:

(fog)(x) = flg(x)), (9-1)
gdzie f i g to dwa odwzorowania. Pozostajac w kregu przyktadow .z zycia wzietych” oznaczmy przez O
odwzorowanie ,0jciec”, a przez M — odwzorowania ,matka”. Wowczas O o M oznacza ,dziadka po stronie
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matki”, a M o O — ,babke po stronie ojca”. Oczywistym jest, ze porzadek ztozenia dwdch odwzorowan jest
istotny: O o M # M o O; ztozenie nie jest przemienne. Jest natomiast taczne:

Oo(OoM)=(0Oo00)o M, (9-2)

czyli: ojciec dziadka (ze strony matki) Jasia to dziadek (ze strony ojca) jego matki.

9.3 Odwzorowania i macierze

Tak jak obiektem odwzorowania moze czesto by¢ wektor — element IR", tak matematycznym ujeciem ,regut
odwzorowania” moze byé¢ macierz: mnozenie wektora V' przez macierz A daje w wyniku nowy wektor V'’ —
obraz wektora V. Takie odwzorowania posiadaja wtasno$é liniowosci: odwzorowanie sumy elementéw to suma
odwzorowan, odwzorowanie wielokrotnosci elementu to wielokrotnosé¢ odwzorowania. Zanim przedyskutujemy
to doktadnie w nastepnym punkcie przesledzmy prosty przyktad.

Przypus$émy, ze firma produkujaca positki serwowane w samolotach specjalizuje sie w trzech rodzajach dan: (1)
boeuf stroganoff, (2) pieczony kurczak z ryzem; (3) pierozki z miesem. Aby wyprodukowaé okreslone liczby
tych trzech dan nalezy zgromadzi¢ odpowiednie ,surowce”: pewne ilodci (kilogramy, litry, itd.) wolowiny,
kurczakéw, maki, Smietany, soli, itd.) Schemat listy zakupéw” mogtby wygladaé tak:

kg wolowiny — 15 .10 0
kg kurczaka — 0 0 020
kg maki — 60 b. 'strogafloﬁ"
kg ryzu — 30 pierozkow
. 40 piecz. kurczak

Itr $mietany —

stroganoff ~ pierozki kurczak piecz. dania

12 kg wotowiny
6 kg kurczaka
-+ - kg maki
-+ kg ryzu

-+« ltr $mietany

W jezyku macierzy: wektor ,zamowienie” Z (okreslone liczby dan) odwzorowuje sie na wektor ,lista za-
kupow” L poprzez macierz A, ktora zawiera iloéci sktadnikéw, potrzebnych do wyprodukowania jednego
dania:

L=AZ.

Nawigzujac do zlozenia odwzorowan: zastandw sie, jak bedzie wygladata operacja odwzorowania wektora listy
zakupéw na wektor-liczbe wydatek, a konkretnie: jaka postaé¢ bedzie miala macierz odwzorowania?.
Rozpatrzmy teraz przyktad bardziej zwiazany z ,prawdziwa’ przestrzenia wektorowa.

Przyktad 9.1 Przypusémy, ze dokonujemy odwzorowania, w wyniku ktéremu kazdemu wektorowi lezacemu
na ptaszczyznie i wychodzacemu z punktu 0, przyporzadkowujemy liczbe, bedaca x-owa wspotrzedna wektora
— inaczej méwiac, rzutujemy wektor v na o$ xz-6w. (por. rys. 9.3)

Rzutowany wektor — element IR* — to ( 1 ) Jego obraz — element/R' — to ( (1) ) Nietrudno zauwazy¢, ze

: : 0 L
macierz odwzorowania to ( 00/ poniewaz

(o0)(1)-(0) 09

Jak znalez¢ macierz transformacji w ogélnym przypadku? Obowiazuje (por. punkt 7.1.7)

2Musi to by¢ macierz jednowierszowa o liczbie kolumn réwnej liczbie wierszy w macierzy £ ; poszczegélne jej elementy to
ceny jednostkowe artykuléw.
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0

1 X

Rysunek 9.3: Rzutowanie wektora na o$ Ox.

Twierdzenie 9.1 Kazda liniowa transformacja (liniowe odwzorowanie) T, odwzorowujgca przestrzen IR" w
IR™ realizowana jest w wyniku przemnozZenia wektorow nalezgcych do IR" przez macierz T o wymiarach

m X n;

kolumnami macierzy sq wektory-obrazy wektoréw bazy kanonicznej w IR™: T(e;).

Dow6d: Rozpatrywane odwzorowanie to réwnanie

albo explicite

U1
Yo t11 12
B to1 o2
’ tml tm2
YUm

(v — wektor przestrzeni IR"; y — wektor przestrzeni IR™; T
Z drugiej strony, posta¢ v w bazie kanonicznej to

U1
(%)

Un

(Po prawej stronie wystepuja jednokolumnowe wektory bazy kanonicznej: ey, . ..

zapisa¢ w zwartej postaci

y=Twv,

U1

Un,

+ vo

t11v1 + t12v2 + ..+ EpU,
lo1v1 + tov2 + ... + t2p,

tmlvl + tm2v2 +...F tmnvn

= (t;;) — macierz odwzorowania.)

0 0
1 0
+ ...,

0 1

n
v=u1e1 + €2+ ...+ Uy = D V€.

Z liniowosci mamy

i=1

T(v)=T (; Uiei> - Zz:wT(ei).
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Macierzowo:

1 0
0 0
T(v) =) vT(e;)=u T N I T . (9-9)
i=1 ) .
0 1
Ale
1
0 ti1 ti2 tin 1 I
t t S 0 t
T | = 2.1 2.2 , 2 | = ?1 : ogllnie
6 tml tm2 tmn O tml
0 0
0 tiy cor tie e tin 0 tig
T : _ 75?1 : : t2.k : : t2.n : _ Lok
L : : : : : I
0 0

— mnozenie macierzy 7 przez k-ty wektor bazy kanonicznej rzeczywiscie ,wyrzuca’ z macierzy jej k-ta
kolumne (wykazaliSmy to juz w przypadku macierzy 2 x 2 w punkcie 7.1). Prawa strona 9-4 to

t11 12 lin
Tv) = v ?1 + vy ?2 +... 4+, 2 (9-10)
tml tm? tmn

tuUl + tlgvg + ...+ tlnvn
12101 + oo + ... + tapvy,

tmlvl + thUQ +...+ tmnvn

— jak w 9-5.
»Odgadnieta” macierz transformacji rzutowania na o$ 0z (por. 9-3) to dwie kolumny; pierwsza z nich jest

rzutem wektora bazy ( 1 ); druga — rzutem drugiego wektora bazy < (1) >

0

9.4 Jadro i obraz transformacji

Jadro i obraz odwzorowania to istotne pojecia, utatwiajace zobrazowanie jego struktury. Dobrze jest omawiac
te pojecia w kontekscie uktadéw réwnan liniowych. Jadra sa zwigzane z jednoznacznoscig rozwigzania uktadu;
obrazy — z istnieniem tych rozwiazan.

Jadrem liniowego odwzorowania T', oznaczanym?® przez ker T', nazywamy zbiér wszystkich wektoréw @, takich,
ze Tx = 0. Jezeli transformacji T odpowiada macierz 7 , jadrem bedzie zbiér wszystkich rozwiazan rownania
TX =0.

Mamy

Twierdzenie 9.2 Uklad réownan liniowych : Tx = b ma co najwyzej jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy
jgezeli ker T = 0 (jezeli jadro zawiera jedynie wektor zerowy).

3Symbol  ker” czytamy kernel. W staroangielskim stowo to oznaczalo ziarno (w klosie zboza). W zargonie matematyki i
fizyki to ,jadro”.
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Dowédd:

(a) jezeli jadro odwzorowania T zawiera jakis rézny od zera wektor, to réwnanie T = 0 ma wigcej niz jedno
rozwigzanie (tym ,drugim” jest zgodnie z definicja jadra wektor zerowy);

(b) jezeli istnieja dwa rézne wektory bedace rozwiazaniem uktadu T = b to znaczy mamy:

T(wl) =b= T(mz), L1 7é Lo

to na mocy liniowosci

T(xy —x2) =T(x1) —T(x2) =b—b=0

i wektor (rézny od zeral) &1 — @2 stanowi element jadra.

Obrazem liniowego odwzorowania T, oznaczanym? przez Img 7', nazywamy zbiér wszystkich wektoréw b,
dla ktérych istnieje rozwigzanie rownania 7 x = b.

Zauwazmy, ze na poczatku tego rozdzialu uzywalismy juz okreslenia obraz w definicji odwzorowania. Obrazem
odwzorowania T' jest zbior wszystkich wektorow, ktore mozemy traktowac¢ jako obrazy wektorow-elementow
dziedziny T'.

Przyklad 9.2 Jezeli macierza T jest

< ; g ) to wektor ( ; ) jest obrazem T', bo

1 3 1\ (7

2 0 2\ 2/
9.4.1 Baza ImgT i kerT

Z definicji wielkosci ker i Img wynika, ze jadro transformacji jest podzbiorem jej dziedziny; jezeli transformacji
T poddana jest przestrzen wektorowa: IR" L R to jadro T jest podprzestrzenia w IR". Analogicznie obrazem
odwzorowania T jest pewna podprzestrzen IR™. Macierz transformacji — .4 — to macierz m x n. Powstaje
pytanie: czy znajac macierz A mozemy zidentyfikowa¢ — w mozliwie prosty sposéb — obie podprzestrzenie?
Zidentyfikowanie podprzestrzeni moze nastapi¢ — na przyktad — poprzez okreslenie ich wektoréw bazowych.
W punkcie 6.6, omawiajac metode Gaussa-Jordana rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, moéwiliSmy
o przeksztatcaniu macierzy do uogdlnionej postaci diagonalnej. Okazuje sie, ze w momencie znalezienia tej
postaci dla macierzy transformacji ,automatycznie” znajdujemy baze dla ImgT i dla ker 7.

Baza ImgT
Zgodnie z twierdzeniem poprzedniego podrozdziatu, wszystkie kolumny macierzy A nalezg do obrazu odwzo-
rowania. Jezeli kolumny macierzy A oznaczymy przez k;; i = 1,...,n, to mamy:

Ae; = k;; (9-11)

— kolumny A sa obrazami wektoréw bazowych dziedziny odwzorowania.

Wektory-kolumny A beda tworzyly baze pod warunkiem, ze sa liniowo niezalezne. Taki wektorami sg z
pewnoscig kolumny zawierajace samotne jedynki. Mozna wykazaé, ze kolumny pozbawione jedynek-dzwigni
(jezeli istnieja) moga by¢ wyrazone jako liniowe kombinacje tych pierwszych (por. przyktad ponizej). Dlatego
mamy

Twierdzenie 9.3 Baze podprzestrzeni wektorowej, bedgcej obrazem odwzorowania T, tworzg kolumny ma-
cierzy A zawierajgce jedynki-dZwignie.

Rezygnujemy z pelnego dowodu na korzys¢ przyktadu.

4Symbol ,Img” czytamy obraz (lacifiskie imago). W niektérych podrecznikach uzywa sig skrétu ,,Im”, ktéry mozna jednak
pomyli¢ z identycznym symbolem, okreslajacym cze$¢ urojong liczby zespolonej. Dlaczego ,ker” jest pisane z malej, a ,,Img” z
duzej litery pozostaje stodka tajemnica matematykow.
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Przyklad 9.3 Podang ponizej macierz A (macierz 4 x 5 — opisuje wiec przejécie od IR® do IR*)

1 01 30
01120
A=111 251 (9-12)
00000
mozna zdiagonalizowaé
10130
01120
Ap=190 0001 (6-13)
00 00O
Jedynki-dZwignie podkresliliémy; wystepujg one w kolumnach 1, 2 i 5; tak wiec wektory
1 0 0
0 1 0
e e e (9-14)
0 0 0

tworza baze Img T. Kazdy z wektoréw ma 4 wspoétrzedne (jestesmy w IR*), ale wektoréw mamy tylko 3 (a nie

4), a wiec Img A jest podprzestrzenia IR* (zwréé uwage na zera w ostatnich, czwartych wierszach wektoréw
bazy).

Przyklad 9.4 Jezeli rozpatrzy¢ np. wektor w, bedacy liniowa kombinacjg wektoréw-kolumn, k;, macierzy

A:

w:2k:1+k2—k3—|—2k:4—3k:5:

O 00 =

to (sprawdz!)

+4

O = O =
O = = O
O = O O

Baza ker T

I tym razem punktem wyjscia jest zdiagonalizowana macierz; na przyktad moze to by¢ macierz z rown. 9-13 —
ale interesuja nas kolumny nie zawierajace jedynek-dzwigni. Obecno$¢ takich kolumn oznacza, ze (por. 6.6)
mozemy dowolnie ustala¢ warto$ci pewnych niewiadomych. Szukamy bazy dla jadra; z jego definicji wynika, ze
kazdy wektor takiej bazy musi spetnia¢ réwnanie A x = 0; uktad rownan bedzie wiec uktadem jednorodnym:

> aipay = 0; i=1,...,n. (9-15)

Przyktad 9.5 Postuzmy sie dyskutowanym przed chwilg przykitadem i podstawmy za macierz A do 9-15
macierz z rown. 9-13:

10130 il 8
01120 -
00001 25 | = 8 : (9-16)
00000 T4
Iy 0
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albo explicite:
T+ X3+ 3£U4 =0
To+x3+224 = 0 (9-17)
Ty = 0.

Jako zmienne dowolne bierzemy x5 i x4 — bo trzecia i czwarta kolumna A nie zawieraja samotnych jedynek.
Przy ich okreslonym wyborze pozostate x-y wyliczamy z 9-17:

ry = —T3— 3.2134
To — —T3— 21’4 . (9—18)
Is = 0

Przektadajac powyzsze operacje na jezyk bazy: x3 i x4 moga by¢ dowolne, a to oznacza, ze wektorami bazy
moga by¢ w szczegdlnosci

(9-19)

U =

g

[y

|
N O = 0
N O 0

Jedynki i zera — podobnie jak w przypadku bazy kanonicznej — gwarantuja liniowa niezaleznos¢ wektoréw
uq 1 uy i jednoczesnie najprostsza forme. Wspotrzedne oznaczone pytajnikami wyliczamy ze zwiazkow 9-18;
to z kolei gwarantuje Au; = 0 = Awus. Podstawiajac do 9-18 z3 = 1, 24 = 0 (u1) i 23 = 0, x4 = 1 (ua)
dostajemy jawna postaé bazy jadra transformacji A (albo jadra macierzy A ):

~1 —3
~1 —2

up=| 1|, 0. (9-20)
0 1
0 0

Nie ulega watpliwosci, ze : (a) naleza do jadra, (b) sa liniowo niezalezne. Do pelnego dowodu, ze stanowia
one baze jadra, nalezatoby jeszcze wykazaé, ze wektory te sa rodzing generujaca jadro, tzn. kazdy wektor
speliajacy A w = 0 mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej u; i us. Przeprowadzenie tej czesci dowodu
pozostawiamy czytelnikowi.

9.5 ,Twierdzenie o wymiarach”

Podsumowaniem materiatu rozpatrywanego w tym rozdziale jest tzw. twierdzenie o wymiarach, wynikajace
bezposrednio z podanych ,,przepiséw konstrukeji” dwédch baz. Mamy

Twierdzenie 9.4 (,,0 wymiarach”) Jezeli T jest liniowym odwzorowaniem IR"™ — IR™ to:
dim(ker T') + dim(ImgT") = n (9-21)
— wymiar jedra odwzorowania + wymiar jego obrazu = wymiarow: dziedziny.

7. samej konstrukcji bazy dla ImgT wynika, ze wymiar obrazu odwzorowania jest réwny rzedowi macierzy;
dlatego dim(Img7') nazywamy rzedem odwzorowania. Wymiar jadra — dim(ker T") nazywamy natomiast
zerowoscig odwzorowania. Twierdzenie o wymiarach mozna wiec sformutowaé: rzad odwzorowania + jego
zerowos¢ = wymiar dziedziny.

Twierdzenie o wymiarach pozwala w sposob bezposredni okresla¢ wymiary jadra i obrazu odwzorowania, a
takze jego charakter (surjektywny, injektywny), jezeli znamy wymiary i rzad macierzy odwzorowania.

Przyklad 9.6 Np. odwzorowanie realizowane przez macierz 3 x 4, ktorej rzad jest rowny 2, to odwzorowanie
IR* — IR®. Rzad macierzy to wymiar obrazu. Ten ostatni, tak jak i wymiar jadra, wynosi wiec 2. Poniewaz
wymiar (bazy) obrazu odwzorowania wynosi 2, to odwzorowanie na pewno nie jest surjektywne (w przeciw-
dziedzinie IR? istnieja obiekty, ktére nie powstaja w wyniku tego odwzorowania z elementéow IR*). Czytelnik
sam powinien odpowiedzie¢ na pytanie, czy takie odwzorowanie moze by¢ injektywne.
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Podkreslmy: pojecia jadra i obrazu transformacji, to — w gruncie rzeczy — jeszcze jeden sposéb mowienia
o istnieniu rozwigzan ukladéw réwnan liniowych. Jezeli np. rozpatrywaé transformacje IR" — IR", to z
twierdzenia o wymiarach wynika, ze uktad réwnan 7 @ = b (7 — macierz transformacji; b dowolny wektor
z IR") bedzie mial rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy jedynym rozwiazaniem réwnania 7 & = 0 jest
wektor zerowy, tzn. kiedy uktad réwnan jednorodnych ma wytacznie rozwiazanie trywialne: z,..., 2, = 0.
Rzeczywiscie, istnienie rozwiagzania dla b bedacego dowolnym wektorem z IR" oznacza, ze IR" jest obrazem
T, a wiec wymiar jadra to n —n = 0. W prostym (prostszym 7) schemacie twierdzenia Cramera oznaczato
to, ze wyznacznik ukltadu réwnan musi by¢ rézny od zera.

9.6 IR" — IR"; zmiana bazy
Przypusémy, ze w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej mamy dwie bazy: ,starg” baze e
€1, es, ..., e, (9-22)
i ,nowa’ baze
€i,€q,...,€e,. (9-23)

Kazdy wektor nowej bazy 9-23 moze zostaé¢ przedstawiony (jak kazdy wektor nalezacy do IR™) w postaci
liniowej kombinacji wektorow bazowych 9-22

e/Z:ZTl]e]? /L: 1’777;7 (9_24)
j=1

gdzie wspotczynniki 7;; tworza macierz 7 , nazywana macierzq przejécia od starej bazy 9-22 do nowej bazy
9-23:

M1 ... Tin
(T)=(my)=| + + + | (9-25)
™1l -+ Tnn

Réwnanie wektorowe 9-25 zapiszemy w postaci macierzowej

€1 i1 Ti2 .-+ Tin €1
6.,2 _ T?l 7—?2 . . 7'2.” 6.2 7 (9_26)
e,n Tnl Tn2 --- Tnn €n
albo w skrocie
e="Te. (9-27)
Analogicznie, jezeli przez 7' oznaczyé macierz przejscia od nowej bazy do starej to
e=T'¢e, (9-28)
czyli
e = (T'T)e (9-29)
e = (TT)e. (9-30)
7 powyzszych réwnai wynika, ze macierz 7’ to macierz odwrotna do 7 — 7' =7
TT=TT' =T =T 'T =TT ". (9-31)

Ale — jezeli mowimy o macierzy odwrotnej to znaczy, ze macierz 7 musi by¢ macierza nieosobliwa. Jest to
warunek zaréwno konieczny jak i wystarczajacy! Kazda nieosobliwa macierz, o wymiarach n x n moze
stuzy¢ jako macierz przejscia w IR".

W rozdziale czwartym omawialiémy wzory wedtug ktorych przeksztatcaja sie wspoétrzedne wektora (na plasz-
czyznie, w przestrzeni 3-wymiarowej) przy obrocie uktadu wspolrzednych (zmiana bazy!). Aby zapisaé teraz
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te wzory w postaci konsystentnej z wzorami tego rozdziatu musimy zauwazy¢, ze wektorowe rownania — zapis
dowolnego wektora a w réznych bazach:

(9-32)

o) ey 9-33
k (

w przelozeniu na jezyk macierzowy wymagaja (reguly mnozenia macierzy!) przyjecia konwencji, ktéra traktuje
zbior n wektoréw bazowych jako jedno-kolumnows macierz, a zbiér wspotrzednych wektora — jako macierz
jedno-wierszowa.:

el / / / € 1
(041,&2,...,CKTL) es (Ojl,OJQ,...,Odn) 6’2

a= C = 2. (9-34)
en e,

Korzystajac z 9-32 i 9-33, a takze z 9-22 otrzymujemy

a= kz:@k (Zn: Tkjej) = Zn: (i 042%’) €j, (9-35)

- j=1 \k=1
a wiec
;= Tk j=1...,n. (9-36)
W zapisie macierzowym:
(0/1, Ay a%)
(ozl, ag, ... ,an) = T . (9-37)

Mnozac powyzsze rOwnanie, wyrazajace wspotrzedne wektora a w starej bazie poprzez wspotrzedne w bazie
nowej, od prawej przez 7 ~' dostaniemy

(0/1, Ay, ...al ) = T ; (9-38)
albo w skrécie

ZO‘J T E=1,...,n. (9-39)

Wzory 9-38 i 9-39 maja postac, ktora rozni sie od ,standardowej”. W tej ostatniej wektory przedstawiamy
jako jednokolumnowe macierze. Przejscie do postaci standardowej wymaga poddaniu operacji transpozycji
obu stron 9-38 i 9-39. Otrzymamy

aq T aq
« (67

2= T 2. (9-40)
Ay Qp,

Q7 T 11 T 21 T nl aq
-1 -1 -1
%) T 12 T "22 ... T "p2 %)
== . . . . ] (9-41)
-1 -1 -1
(079 T "in T "2n T “nn (079



(Przypominam: transpozycja iloczynu macierzy to iloczyn macierzy transponowanych, ale w odwrotnej ko-
lejnodci; zwr6é uwage na przestawione (transpozycjal!) wskazniki elementéw 771;;.) Zapis poddanego trans-
pozycji rown. 9-39 to

o= ot k=1,....n (9-42)
k=1

Macierz transformacji wspotrzednych wektora to transponowana macierz odwrotna do macierzy przejscia
(macierzy transformacji wersoréw bazy). Ale w rozdziale 4 widzieliSmy, ze macierz odwrotna moze by¢ ma-
cierzg transponowang. Transponowana macierz transponowana to oczywiscie wyjsciowa macierz i okazuje sie,
ze w pewnych sytuacjach macierz przejscia okresla zarowno transformacje wektoréw bazy jak i wspotrzednych
wektorow (wzgledem tej wlasnie bazy). Zagadnienia te oméwimy jeszcze doktadniej w rozdziale 10 (macierz
ortogonalne — podrozdzial 10.4) i rozdziale 10.

Przyktad 9.7 Niech w IR? istnieje pewna baza e, es, €3 i nowa baza

e€i= bes — ey — 2ej
6,2 = 261 + 362 (9-43)
6/3 = —261 + ex + es.
Macierz przejscia to
5 —1 -2
T = 2 3 0
-2 1 1
macierz odwrotna
3 -1 6
T1'=| -2 1 —4
8§ —3 17

Wektor a
a=e;+4e, — e3

bedzie mial w ,nowej” bazie (9-43) wspéirzedne
(1,4,-1) 3 -1 6

(af, ay,0) = —2 1 -4 |=(-13 6 -27),
8 —3 17

czyli
a = —13€e'y + 6€e’5 — 27€’5.

9.7 Transformacja liniowa i jej macierz

Rozwazmy przestrzen wektorows IR" i odwzorowanie A, w wyniku ktorego kazdemu wektorowi a IR" zostaje
przyporzadkowany pewien wektor a’, obraz wektora a. Jezeli odwzorowanie spetnia zwykte warunki liniowosci:

T(a+b)=T(a)+ Tb; T(aa) = aT(a), (9-44)
to dowolna kombinacja liniowa wektoréw IR" pod wplywem odwzorowania przeksztalca sie w taka sama (z
takimi samymi wspétczynnikami) kombinacje liniowa wektorow-obrazéw:
T(alal + g + ...+ akak) =
= T(Oéla]_) + T(OCQCLQ) + ...+ T(Oékak). (9-45)

W szczegdlnoscei, poniewaz kazdy wektor a wyraza sie, w jednoznaczny sposob, jako pewna kombinacja
liniowa wektoréw bazowych e;; i = 1,...,n, to jego obraz pozostaje kombinacja liniowa (z tymi samymi
wspétezynnikami) obrazéw wektoréw bazowych ¢; = T(e;); @ = 1,...,n. Podkreslmy w tym miejscu:
wektory ¢; juz wcale nie musza by¢ baza w IR", chociaz w przypadku gdy mamy do czynienia z baza kanoniczng
(ortonormalnych wersoréw) to nieosobliwa transformacja przeprowadza taka baze¢ w inna baze ortonormalna,
— por. nastepny rozdziat. Z powyzszych rozwazan wynika:
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Twierdzenie 9.5 Kazda liniowa transformacja przestrzeni wektorowej IR"™ jest jednoznacznie okreslona przez
okreslenie obrazow wektoréw bazowych. (nie zapominajmy — one stanowia kolumny macierzy transformac;ji!)

Wektory ¢; w dalszym ciagu moga by¢ wyrazane jako liniowa kombinacja wektorow bazowych e;. Zapiszmy
C; = Z%‘jeg‘, (9-46)
j=1

gdzie wspotezynniki v;; tworza macierz transformacji T' — macierz G ; macierz taka okresla, albo specyfikuje,
transformacje w bazie e;.
Znajac macierz transformacji bez trudu wyrazimy wspéhrzedne obrazu wektora a, wektora T'(a) w (ciagle
tej samej!) bazie e;. Dla

a= Zn: age (9-47)

mamy . .
T(a) =T( Y arer) = 3 T (ex). (9-48)

k=1 k=1

Macierzowo (por. 9-34, 9-37):

(041,042,...,04”) €1
T(a) = Y : (9-49)

€n

— macierz-wiersz wspolrzednych obrazu wektora a otrzymujemy mnozac od prawej wspotrzedne a przez
macierz transformacji G. Wszystko rozpatrujemy w bazie e;.

Przyktad 9.8 Rozpatrujemy transformacje liniowg w IR*, ktérej macierz G ma, w pewnej bazie eq, es, es,
postac

-2 10
g = 1 3 2
0 —4 1

W tej samej bazie, wektor a to:
a = be; + e; — 2es.

Wspbtrzedne wektora-obrazu a, to (por. 9-49)
(51,-2) (=2 10
13 2 | =(-9,16,0),
0 -4 1

czyli
T(a) = —9e; + 16es.
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Rozdzial 10

Przestrzenie Euklidesowe; iloczyn skalarny;
ortogonalnosc¢

10.1 Najwazniejsza forma kwadratowa przestrzeni wektorowej

Okreslenie n-wymiarowej przestrzeni wektorowej IR" nie stanowi ,petlnego” uogolnienia ,zwyktej” plasz-
czyzny, lub przestrzeni 3-wymiarowej. W tych ostatnich, rozwazajac wektory, postugujemy si¢ z pelnym
zrozumieniem takimi pojeciami jak dtugo$¢ wektora i kat miedzy dwoma wektorami. Oba te pojecia wyra-
zamy przy pomocy iloczynu skalarnego dwoch wektoréw: dhugosé wektora to nic innego jak pierwiastek (ze
znakiem +) z iloczynu skalarnego wektora przez samego siebie, a kosinus kata miedzy dwoma wektorami jest
rowny ich iloczynowi skalarnemu, podzielonemu przez iloczyn ich dtugosci.

Postugujac sie przyktadem (rozdzial 5.) 4-wymiarowej przestrzeni sfer, tatwo zrozumieé, ze méwienie o dtu-
gosci takiego wektora nie bardzo ma sens. Dlatego dla dowolnej przestrzeni wektorowej iloczyn skalarny
nie zawsze jest (nie zawsze moze by¢) definiowany. Jezeli jednak definicja jest mozliwa (i podana) to nasza
przestrzen wektorowa nazywa sie przestrzenig euklidesowa. Scisle méwige — przestrzen wektorowa IR", przy
podaniu definicji iloczynu skalarnego zamienia sie w przestrzen euklidesows, ktérg oznaczymy przez IE™. Moz-
na wykazaé, ze takiej zamiany mozna dokona¢ jednoznacznie. W zastosowaniach fizycznych (i technicznych)
spotykamy sie wlasnie z takimi przestrzeniami.

Okreslenie iloczynu skalarnego dokonuje si¢ poprzez podanie jego wlasnosci. Dla wektoréw w przestrzeni IE":
U, V i W iloczyn skalarny dwoéch z nich, na przyktad V' i W, to pewna wartos¢ liczbowa, ktora oznaczamy
(V, W), jednoznacznie przyporzadkowana tym wektorom. Iloczyn skalarny ma by¢

I.  przemienny: U,W) = (W,U)

II. rozlagczny: (U + V W) = (UW)+ (V,W) (10-1)
III. liniowy: (aV, W) = a(V,W) a - liczba (skalar)

IV. okreslony nieujemnie: (V,V) > 0

(wlasnosé IV: iloczyn skalarny wektora przez samego siebie — kwadrat dtugosci, albo kwadrat normy wektora
— bedzie rowny zeru tylko w przypadku wektora zerowego).

Tak jak byla o tym mowa w rozdziale czwartym, iloczyn skalarny moze stuzy¢ do okreslenia ortogonalnosci
dwoch wektorow. Dwa wektory a i b sa ortogonalne jezeli (a,b) = 0. Uklad wektoréw, z ktérych kazde dwa
sg ortogonalne nazywamy ukladem ortogonalnym. Takim ukladem moze byé¢ baza przestrzeni wektorowej:

uktad wektorow &, ..., &,. Jezeli dodatkowo dtugosci wektoréw bazy sa rowne 1

to baze nazwaliSmy ortonormalng. Taka baza jest np. baza kanoniczna IR".

Jezeli dwa wektory wyrazi¢ w dowolnej bazie ortonormalnej &1, €sa,. . ., €, przestrzeni:
i=1 i=1

to definicja, spdjna z naszymi okresleniami iloczynu skalarnego na ptaszczyznie i w trojwymiarowej przestrzeni
i spetniajaca powyzsze dezyderaty ma postac

(V. W) = > Vi, (10-4)



Okreslenie iloczynu skalarnego znakomicie upraszcza méwienie o ortogonalnosci wektoréw, takze ortogonal-
nosci wektorow bazy przestrzeni wektorowej. W aplikacjach technicznych i fizycznych praktycznie zawsze
mamy do czynienia z bazami ortogonalnymi (wyjatek zashugujacy na wzmianke: pewne problemy pojawia-
jace sie przy opisie struktur krystalicznych; istniejace struktury fizyczne narzucaja czasem wybér uktadow
,2uko$nokatnych”).

Jezeli uzywamy do opisu wektoréw notacji macierzowej, to okreslenie iloczynu skalarnego wymaga przyjecia
pewnej dodatkowej umowy (konwencji). Nasze wektory w IR" to n-wierszowe kolumny wspoétrzednych:

Vi Wi
Va W,

v=|l |, W= : (10-5)
Va W,

Jezeli mamy jednak mnozyé dwie macierze, to liczba kolumn jednej z nich ma by¢ réwna liczbie wierszy
drugiej. Dlatego w zapisie macierzowym mamy

Wi
(Vi Va,..., V) | W2

(VW) = - =viw. (10-6)
W,
— lewy czynnik iloczynu to macierz jednowierszowa o n kolumnach, a wiec macierzy transponowana w stosunku
do macierzy w 10-5.

10.2 Ortogonalizacja uktadu wektoréw liniowo niezaleznych
Obowigzuje:

Twierdzenie 10.1 KaZdy ortogonalny uktad k nie-zerowych wektoréw — (a;,a;) > 0, dlai=1,... k — jest
uktadem lintowo niezaleznym.

Dowéd: Zalézmy, ze mamy uktad k niezerowych wektoréw ortogonalnych w IE™:
ai,as, ..., ag; a; 20, 1=1,...k, (10-7)

dla ktorych
(ai,a;) =0;  i#]. (10-8)

Utworzmy kombinacje liniowa tych wektoréw i przyréwnajmy ja do zera:
a1aq1 + asas + ...+ agag, = 0. (10-9)

Mnozac obie strony 10-9 przez a;, 1 < ¢ < k i wykorzystujac odpowiednie wtasnosci iloczynu skalarnego,
mamy

0=1(0,a;) = (aqa;+ aas+ ...+ apag,a;)
= w(a1,a;) + as(az, a;) + ...+ o(ag, a;)
= Oéi(ai,ai)-

Poniewaz (z zalozenia) (a;, a;) > 0, z powyzszego wynika, ze «; = 0 dla wszystkich i, a wiec uktad 10-7 jest
rzeczywiscie uktadem liniowo niezaleznych.

Ortogonalizacja uktadu wektorow liniowo niezaleznych polega na odrzuceniu z danego wektora jego sktado-
wych odpowiadajacych kierunkom bazowym pozostatych n —1 wektorow. Na plaszczyznie, na przyktad, dwa
liniowo niezalezne wektory to dwa nieréwnolegte wektory A i B. Jezeli jeden z nich przyjmiemy za wektor
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bazowy, dokonujac ewentualnie normalizacji, tzn. sprowadzajacej jego dtugosé do jednostkowej: A — A/A,
to drugim wektorem bazowym bedzie wektor B, pozbawiony swojej sktadowej w kierunku A czyli

B' =B +aA
gdzie a wyliczamy z warunku A - B’ = 0:
A-B
a=——p5

Wektor B’ tez mozna poddaé normalizacji, dzielac go przez jego dtugosé B’.
W przypadku ogélnym, dysponujac uktadem k wektoréw liniowo niezaleznych

ai,as,...,a (10-10)

przejscie do uktadu k£ wektoréw ortogonalnych

bi,bs, ..., by (10-11)
dokonuje si¢ w wyniku procedury sekwencyjnej — aby wyznaczy¢ kolejny b,, musimy dysponowaé wszyst-
kimi poprzednimi: by, bs, ..., b,_1. Kolejne b,, zapisujemy jako sume wektora a,,, oraz kombinacji liniowe;j
wektorow by, bs, ..., b,_1:

b, =an, +anbi + ...+ aubi+ ... n_1bp_1. (10-12)

Obecno$¢ a,, gwarantuje niezaleznosé¢ liniows kolejnych b,,, natomiast ortogonalnos¢ wektoréw b osiggniemy
poprzez odpowiedni dobér wspolezynnikéw ;. Mnozac obie strony (10-12) przez b; (i = 0,1,...,n — 1)
mamy

(bn,bi) = (an,b;) (10-13)
+ Sanj(bj,bi) (10-14)

Ze wzgledu na postulowana ortogonalnosé b; lewa strona (10-13) musi by¢ réwna zeru, a z sumy po prawej
stronie zostaje tylko sktadnik «,,;. Stad wzory okreslajace wspotczynniki a,,; to

(an, bl) )
(bi, b;)

i = — i=1,... k. (10-15)
Podany powyzej do$¢ banalny przyktad z algebry wektorow na ptaszczyznie, powinien uzmystowi¢ Czytel-
nikowi to, ze procedura ortogonalizacji jest nieskonczenie wieloznaczna. Tak jak istnieje nieskonczenie wiele
par nieréwnoleglych wektorow A, i B na ptaszczyznie, z ktérych mozna konstruowaé ortogonalna (lub or-
tonormalna ) baze, tak i wektory w E™ — a;;1 = 1,...,n, shuzace jako material do konstrukeji uktadu
ortogonalnego, moga by¢ wybrane na nieskonczenie wiele sposobéw. Jedynym warunkiem jest ich liniowa
niezaleznosé. A jezeli tak, to w wyborze kierujemy sie zwykle jego prostota i adekwatnoscig do opisywane;j
sytuacji. Co wiecej, wzgledy praktyczne sktaniaja nas do korzystania z uktadéw ortonormalnych, ktére po-
wstaja z ortogonalnych w wyniku podzielenia wektoréw przez ich dtugoéé, lub norme!, czyli pierwiastek z
iloczynu skalarnego wektora przez samego siebie:

normalizacja bl

Zauwazmy, ze proces ortonormalizacji, prowadzony sukcesywnie i konsekwentnie w trakcie procesu ortogona-
lizacji utatwia ten ostatni: mianowniki utamkow w 10-15 sg wszystkie rowne jednosci.

Okreslenie iloczynu skalarnego i wprowadzenie ortonormalnej bazy czyni bardzo przejrzystym jezyk opera-
cji dokonywanych na elementach przestrzeni euklidesowych (wektorach z okreslona norma) i operatorach

b; (10-16)

Lezasem uzywa, sie okreslenia: norma Euklidesowa.
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odwzorowan. Ortonormalne wektory kanonicznej bazy to jednokolumnowe macierze

&= 14 : (10-17)

a transponowane do nich macierze jednowierszowe maja postac:

EkT = (O[l]’ - ,O[kfl], 1[k], O[k+1], R ,O[n}). (10-18)

(W powyzszych wzorach dolne wskazniki [i], [k] okreslaja numer wiersza lub kolumny.)
Jezeli przedstawienie wektora & w bazie &; ma postac

r=> ;& (10-19)
i=1
to mnozac? wektor @ przez & (przy ustalonym k = 1,...,n) mamy
Erx) = (Er Y _wi&i) = D wi (€n, &) = Y i 0 = 1, (10-20)
i=1 i=1 i=1

i wektor & mozemy zapisa¢ w postaci

n

x = f:x &= (&.2)¢&. (10-21)

=1

Wielkosci (&§;x), @ = 1,...,n to rzuty wektora & na wektory bazy. lloczyn skalarny dostarcza spojnej i
zgrabnej formy zapisu reprezentacyi wektora x w bazie &;

10.2.1 Reprezentacja macierzy w okreslonej bazie

Podobnie jak mieliémy reprezentacje wektora w danej bazie, tak mozemy moéwic i o reprezentacji macierzy A
odwzorowania liniowego w okreslonej bazie, a konkretnie — tej samej bazie kanonicznej &;. Wynik dziatania
A na j-ty wektor bazowy to wektor-kolumna (j-ta) macierzy A:

A& =3 ay€s  j=12....n (10-22)
1=1

Iloczyn skalarny, stuzacy do wyrazenia elementu macierzy A w bazie §;, zapiszemy explicite w postaci ma-
cierzowej:

(£k7“4€])

0

a1; aiz ... Q15 ... Q1p

Oa"'71[k]7"'a0 ag1 Q22 ... a2j <o Qap
= a1 A2 ... Qj ... Qkp 1[]]
0
Qp1 Ap2 ... Qpj ... GQpp
0

2Mnozymy ,od lewej”. Bedzie to mialo znaczenie w przypadku, gdy nasza przestrzenn wektorowa jest rozpieta nad ciatem
liczb zespolonych; por. nastepne podrozdzialy.
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a1
0oLy 0) | gy,

- ar; | ki
anj
albo w wersji ,stenograficznej”:
(€ AEG) = (Eky D i) =D ai(€r, &) = D a0k = ay;. (10-23)
i=1 i=1 i—1

Gdybysmy chcieli skorzysta¢ z symetrii iloczynu skalarnego (w przypadku rzeczywistych IE™) to powyzszy
wzor przeksztalcamy pamietajac, ze jezeli wyrazenie 10-22 ma wystapi¢ jako lewy czynnik iloczynu skalarnego,
to musimy utworzy¢ jego transpozycje; w dodatku transpozycja iloczynu to iloczyn transpozycji czynnikéw
w porzadku odwrotnym:

(A&, &) = (A& (&) = (&) (A) (&)

11 Az ... Q1 ... Qni a1
0,...,1p,...,0 a2 G2 ... Q2 ... Qp2 2,
= Q15 Qg5 ... QAkj ... GQpj
akj
A1y @9y -+- Qkp .. Qpn :
CLnj

= Q-

Wersja ,stenograficzna” niewiele sie r6zni od 10-23:

(A&, &) = (Z aij&, §k> = ai;(&i, &) =D aijbin = ai;. (10-24)
=1 =1 i=1

Warto tylko dodaé, ze w wiekszosci ,fizycznych” zastosowan mamy do czynienia z macierzami symetrycznymi
(albo hermitowskimi (por. punkt 10.5 — w mechanice kwantowej); wzér 10-24 okresla wiec aji, jak i ay; (przy
ewentualnym zastosowaniu operacji sprzezenia zespolonego).

Zaznaczmy jeszcze, ze w przypadku gdy macierz A jest macierzq ortogonalng, dzialajaca na ortonormalne
wersory bazy, &;, to jest ona macierza przejécia (do innej bazy ortonormalnej) — por. punkt 10.4.

10.3 Nieréwnos¢ Schwarza; nier6wnos¢ tréjkata

Z okreslenia iloczynu skalarnego wynikaja dwie bardzo istotne (i nietrudne do przyjecia) nieréwnosci. Tzw.
nieré6wnos$¢ Schwarza to:
lu-v| < |ul|v| (10-25)

— wartos¢ bezwzgledna iloczynu skalarnego dwéch wektorow nie moze by¢ wigksza od iloczynu ich dtugosci;
znak réwnosci mamy tylko w przypadku gdy jeden z wektorow jest iloczynem drugiego przez pewng liczbe
(oba wektory sa liniowo zalezne). Nieréwnosé ta obowiazuje w przestrzeniach euklidesowych IE™ (n — dowol-
ne), a takze w przestrzeniach wektorowych o nieskonczonej liczbie wymiaréw (przestrzeniach funkcyjnych z
okreslonym iloczynem skalarnym).?

Konsekwencja tej nierownosci jest — jeszcze bardziej oczywista nieréwnosé trojkata:

|z +y| < | + |yl (10-26)

— czyli, ze z Krakowa do Warszawy blizej jest przez Radom niz przez Poznan.

3Dowéd nieréwnosci Schwarza pomijamy. W 2- i 3-wymiarowej przestrzeni nieréwnoéé ta wynika bezposrednio z definicji
iloczynu skalarnego — por. punkt 4.2.

103



Prosty rachunek
z+yl = (e+y)-(2+y) =z +2z y+yf

5 2Schwau“z ) )
<l +20z-yl+lyl° < ="+ 2)z||ly| + |y
= (|| +y|)*. (10-27)

10.4 Ortogonalno$¢ macierzy

Dwie macierze nazywamy ortogonalnymi, jezeli spetniona jest réwno$é: macierz odwrotna (A ~!) do danej
macierz A jest réwna macierzy transponowanej A7, czyli

ay' = a. (10-28)

Z takimi macierzami spotkali$émy sie juz w przypadku obrotéw, zaréwno w przestrzeni dwuwymiarowej (punkt
4.5), jak i n- wymiarowej. Wtasnos¢ ortogonalnosci wynikata bezposrednio z definicji elementéw macierzy A
i AL

W duzej grupie probleméw — gdy mamy do czynienia np. z transformacjami obrotéw — rachunek macierzowy
to rachunek macierzy ortogonalnych. Aby tatwiej zrozumie¢ sens tego okreslenia rozwazmy przypadek obrotu
w przestrzeni dwuwymiarowej (ograniczenie sie do dwoch wymiaréw nie umniejsza uniwersalnosci przyktadu).
Niech macierz M :

M = < iz ) (10-29)

a1 Q22

reprezentuje macierz ortogonalna. Wéwczas iloczyn M 2 M =M7T- M =T, czyli
2 2 10
aip G a1 a2 \ [ aj; +ay 11612 + G21G22 \ (10-30)
: = 2 2 | = : -
aj2 Qo a1 Qo2 a11a12 + Q1G22 ajs + asy 01
Powyzsza réwnosé jest rownowazna trzem rownaniom:

aj; + a3 =1
aly + a2, =1 (10-31)
aj1ayz + asasy = 0.

Te trzy réwnosci mozna zinterpretowac¢ geometrycznie: wektory

( o ) ; ( e ) (10:32)

sg jednostkowymi, wzajemnie prostopadtymi wektorami. Wspotrzedne tych wektoréw to kolumny macierzy
M . 7 drugiej strony wiemy, ze wektory te powstaja w wyniku dziatania macierzy M na ortonormalne

wektory bazy w IE? < (1) ) i ( (1) ):
ail aio 1 . a1 -
(o) (o) =) 1033
11 Qa2 ) 0 _ Q12 (10_34)
o1 (22 1 as )’

Macierz ortogonalna pozostawia wigc bez zmiany dtugosci wersoréw bazy i kat miedzy nimi. Ortonormalna

oraz

baza ( (1) ) i ( ? ) pod dzialaniem macierzy 10-29 przechodzi w inng baze ortonormalng. Bez

zmiany pozostaje tez dtugos¢ dowolnego wektora, ktory w starej bazie ma przedstawienie

(3)4()-(5)
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i dtugosé v/a? + 32, a w nowej (por. 10-33 i 10-34)
a11 12
4 , 10-36
()=o) -

a’(af) +a3,) + *(afy + a3y) = o + 37,

Pozostaje to w zgodzie z naszym wyobrazeniem transformacji obrotu: obrét uktadu wspotrzednych o kat 6
(rozpatrujemy sytuacje na plaszczyznie) to nic innego jak obrot wektora o kat o kat —f — a to nie zmienia
jego dhugosci.

Zauwazmy, ze macierz ortogonalna nie musi reprezentowac tylko transformacji obrotu; transformacja, ktora
pozostawia dtugosci wektoréw bazy i kat zawarty miedzy nimi bedzie réwniez transformacja odbicia, nazywana
1nwersjq i polegajaca na zmianie orientacji jednej lub wiecej osi uktadu wspotrzednych. Méwige o transformacji
odbicia, mamy zwykle na mysli zmian¢ orientacji wszystkich osi ukltadu — na rys. 10.1 przedstawiona jest
wkompletna” transformacja odbicia w przypadku 3-wymiarowym. W wyniku tej transformacji wspotrzedne

z
x;
y;
¥
X
Zx

Rysunek 10.1: Inwersja uktadu wspotrzednych w przestrzeni 3-wymiarowej.

i kwadrat dtugosci

wektora zmieniaja znak na przeciwny; macierz transformacji odpowiadajaca transformacji z rysunku 10.1 ma
postaé

1 0 0
Aodbicia=| 0 -1 0 (10-37)
0 0 -1

chociaz mozemy mie¢ do czynienia z przypadkami, w ktorych odbiciu podlega tylko dwie osie lub jedna os.
Macierz takiej ,ograniczonej” transformacji odbicia rézni sie od macierzy 10-37 tym, ze dla osi pozostawionych
bez zmian wartosci —1 zostajg zastapione przez +1.

W rozdziale trzecim, omawiajac wtasnosci wyznacznikow stwierdziliSmy, ze wyznacznik macierzy bedacej
iloczynem dwoéch macierzy jest réwny iloczynowi wyznacznikoéw macierzy-czynnikow. Poniewaz wyznacznik
macierzy transponowanej jest rowny wyznacznikowi macierzy wyjsciowej to z rownania 10-30 wynika, ze

detA - detA ' = (detA)* =1, (10-38)

a wiec wyznacznik macierzy ortogonalnej moze by¢ réwny +1 lub —1. To, ze wyznacznik jest rowny jednosci
nie jest dla nas niespodzianka. W rozdziale siédmym podalismy ,praktyczna” interpretacje wyznacznika — jako
wczynnika skalujacego element powierzchni (lub — ogélnie — n-wymiarowej ,objetosci” w IR"). Transformacja
ortogonalna nie zmienia diugosci wektorow, a jezeli tak to i budowane z nich objetosci musza pozostac
takie same. Z kolei, mozliwo$¢ pojawienia si¢ wartosci wyznacznika —1 jest widoczna juz z réwnania 10-
37. Aby zrozumieé lepiej co oznacza ujemny czynnik skalujacy zauwazmy, ze przedstawiona na rys. 10.1
transformacja inwersji trzech osi powoduje zmiane skretnosci uktadu wspétrzednych. Trojka (z,y, z) jest
trojka prawoskretna, a trojka (2,4, 2’) — lewoskretna.

4Przypomnijmy: skretnosé trojki wektoréw (z,y, z) to skretnosé sruby, ktérej kierunek ruchu wzdhuznego (géra-dot) okreéla
zwrot np. wektora z L (z,y), wynikajacy z kierunku ruchu obrotowego: x — y. Logicznym byloby wiec, aby niepelna transfor-
macja inwersji tréjki osi (np. ¢ — —z, y — —y, z — z), ktérej odpowiada warto$é wyznacznika +1 (por. 10-37), nie zmieniala
skretnodci ukladu, a niepela transformacja (np. © — —x, y — y, 2 — z) powodowala zmiane skretnodci. Sprawdzenie tej
hipotezy pozostawiamy Czytelnikowi.
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Warto pamietac:
e Ortogonalna transformacja w przestrzeni Euklidesowej zachowuje iloczyn skalarny.

e Obrazy bazy ortonormalnej to (inna) baza ortonormalna w przestrzeni Euklidesowej. I odwrotnie: je-
zeli pod wpltywem danej transformacja ortonormalna baza przeksztalca sie w baze ortonormalng to
transformacja jest ortogonalna.

e Kazda ortogonalna transformacja jest nieosobliwa; transformacja odwrotna jest rowniez ortogonalna.

e Ztozenie (iloczyn) dwoch transformacji ortogonalnych jest transformacja ortogonalna.

10.5 Transformacja podobienstwa

Kilkakrotnie wspominalismy juz, ze obrot uktadu wspotrzednych, w ktérym wyrazamy wspotrzedne danego
wektora (pozostajacego w ustalonej pozycji) V', jest rownowazny obrotowi tego wektora w przeciwnym kie-
runku (na ptaszczyznie: o przeciwny kat) w stosunku do nieruchomego uktadu wspéhrzednych. Opisy sytuacji
Jfizycznej” w jednym i drugim przypadku muszg by¢ sobie réwnowazne®.

Rozpatrzmy sytuacje, kiedy transformacje — na przyktad obrotu — zastosujemy zaréwno do wektora jak i
ukltadu. Oznaczmy przez macierz A macierz obracajaca wektor V' i przeprowadzajaca go (w danym ukladzie

wspéhrzednych ¥ = (zq, 29, 23)) w wektor W. Mamy

W =AV, (10-39)
albo macierzowo
Wi aip Q12 0a13 Vi
WQ == 21 Q929 Q923 ‘/2 . (10-40)
W3 asy a2 0a33 V3

Teraz poddajmy obrotowi sam uktad 3. Macierz obrotu to macierz przejscia 7 , ktora ,obraca” stare wersory
i przeprowadza je w nowe: ; € = 7 e (por. punkt 9.6).
Wektor W wyrazony w obréconym uktadzie ¥’ to

W = TW=TAV = (AV)
= TA(T 'T)V
= (TAT YTV =(TAT Hv' (10-41)
(Znaki ' oznaczaja, ze dana wielko$¢ wektorowa jest wyrazana w obréconym uktadzie wspotrzednych 3

alternatywny sposob zapisu tego faktu to 7 V. Macierz A opisywala obrot wektora V' w starym uktadzie.
W nowym (obréconym) uktadzie ten obrét realizuje macierz A' = (T AT ~1):

TW = (TAT™Y) TV.

! | | (10-42)
W’ = A’ |4
Mamy wiec
A =TAT ' oraz A=T 'AT. (10-43)

Ogolnie, kwadratowe macierze, B i C nazywamy macterzamsi podobnymi, jezeli potaczone sg relacja
C=07'BQ, (10-44)

gdzie Q jest pewng nieosobliwg macierzg. Méwimy, ze macierz C to macierz B, poddana transformacji
podobienstwa; macierz tej transformacji to macierz Q.

Macierze, stanowigce reprezentacje tego samego odwzorowania w dwoch roznych bazach sq macierzami po-
dobnymi. Reprezentacje w bazie €' uzyskujemy z reprezentacji w bazie e, poddajgc te ostatniq transformacyi
podobieristwa, ktérej macierzq jest macierz przejscia T ~* (macierz przejécia od bazy €' do bazy e)

5Pieknym przykladem takiej réwnowaznosci takich dwéch formalnych podejéé sg tzw. ,obrazy” lub ,,podejécia” Schroedingera
i Heisenberga — dwa rownowazne formalizmy podstaw mechaniki kwantowe;j.
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W przypadku ogélnym dokonujaca tej transformacji macierz 7 ~! nie musi by¢ macierza ortogonalna; mozemy
mie¢ do czynienia z obrotami uogélnionymi uktadu X, przy ktérych np. jednostki poszczegdlnych osi ulegaja
skréceniu (wydtuzeniu) w réznych stosunkach. Zawsze jednak zadamy nieosobliwosci macierzy transformacji.
Pierwsze z rownan 10-43 rozpisane na wspotrzedne daje:

n n
/o —1
iy =D Y Tk - (10-45)
k=11=1
Gorny wskaznik sum, n, to wymiar przestrzeni wektorowej; przez 7;;, oraz Tl;1 oznaczmy odpowiednio elementy
macierzy 7 oraz 7 ~!. Jezeli ta ostatnia jest macierzg ortogonalng to

Tl;1 = TjI (10-46)

i 10-45 bedzie miato postac
a;’j = Z ZTikalejl- (10-47)
k=11=1
Ten wzoér mozna zweryfikowa¢ rachunkami opartymi na definicji elementu macierzowego w okreslonej bazie.
Zgodnie z 10-23 mamy

a'y = (&5 AE5) = Q] Tinbr, A1) = DY TaTii(€r, A&) = DD Tk Tjiak (10-48)
k=1 =1 k=11=1 k=11=1

Powyzsze wzory nalezy interpretowaé nastepujaco: o macierzy A mozemy mysle¢ jako o pewnym opera-
torze, powodujacym okreslone zmiany wektor6w (elementéw przestrzeni wektorowej). Elementy macierzy
(wspoélrzedne operatora — a;;) zaleza od wyboru bazy tej przestrzeni i moga by¢ przedstawione w postaci
odpowiednich iloczynow skalarnych, w ktérych wystepuja wersory bazowe, por. 10.2. Wyboér taki bywa zwy-
kle podyktowany pewnymi symetriami, wystepujacymi przy opisie obiektu fizycznego. Wiekszos¢ obiektow
fizycznych posiada pewne ,naturalne” osie symetrii, ktore stanowia taka ,naturalng”’ baze. Moga to by¢ na
przyktad osie krysztalu, osie symetrii bryty sztywnej, ktorej obrot opisujemy, itp. Czesto jednak ztozonosc
uktadu fizycznego zmusza nas do stosowania uktadéw wspoétrzednych (baz przestrzeni wektorowej), ktore sa
yhaturalne” dla jednej sktadowej uktadu fizycznego, natomiast dla pozostatych sktadowych juz nie. Dlatego
musimy by¢ przygotowani na konieczno$é dokonywania odpowiednich transformacji naszych operatoréw (ma-
cierzy) — wyrazanie ich elementéw w réznych uktadach wspétrzednych. Réwnanie 10-45 stanowi taka ogdlna
,recepte” na dokonywanie takich transformac;ji.

10.6 Macierzy symetryczne i antysymetryczne; macierze hermi-
towskie i unitarne
Macierz A nazywamy symetryczng jezeli spetniony jest warunek
ik = Qki; (10-49)

dla kazdego i i k, a wiec elementy symetryczne wzgledem przekatnej gtéwnej sg sobie réwne. Z definicji
macierzy transponowanej wynika, ze macierz symetryczna spetnia

A=A". (10-50)
Z kolei macierz bedziemy nazywac¢ antysymetryczna jezeli

Ajfy = — Q- (10-51)
Ktadac w powyzszym wzorze k = ¢ mamy a;; = —ay;, czyli wszystkie elementy na przekatnej gtéwnej macierz

antysymetrycznej sg réowne zeru. Powyzsze wlasnosci symetrii mogg mie¢ miejsce wyltacznie dla macierzy
kwadratowych (liczba wierszy = liczba kolumn).

Kazda kwadratowa macierz moze by¢ przedstawiona w postaci sumy dwdch sktadnikéw (macierzy), z ktérych
jeden jest symetryczny, a drugi — antysymetryczny. Wystarczy zauwazy¢, ze

A=A+ A) +0= (A +A)+ (AT = AT) = Z(A + AT) + (A — A7), (10-52)
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Pierwszy sktadnik tej sumy jest ewidentnie symetryczny, drugi — antysymetryczny. Poniewaz wtasnos$é sy-
metrii i antysymetrii wystepuje czesto w opisie uktadow fizycznych, warto sobie zdawaé¢ sprawe z tego, ze
uzywane narzedzia formalne (macierze) sa ,przygotowane” do uwzglednienia tej wtasnosci.

I znowu — w wiekszosci probleméw fizyki klasycznej macierze z ktérymi mamy do czynienia sg macierzami
o elementach czysto rzeczywistych (przestrzenie wektorowe sa rozpiete nad ciatem liczb rzeczywistych). Ale
w mechanice kwantowej, ktorej caly formalizm zbudowany jest na fundamencie rachunku macierzowego,
jestedmy juz w $wiecie liczb zespolonych i macierze beda posiadaly na ogoét elementy zespolone. Fakt ten
zmusza nas do wprowadzenia pewnych nowych definicji i uogélnienia pewnych poznanych juz wlasnosci.

1. Macierza sprzezona A do macierzy A nazywamy macierz, ktorej elementy sg liczbami zespolonymi
sprzezonymi do elementéw macierzy A°

a = (ax)" = aj. (10-53)

2. Macierzg sprzezona po hermitowsku AT do macierzy A nazywamy macierz transponowana w stosunku
do macierzy A

At = (A" = (A7) (10-54)

3. Macierz A nazywamy hermitowska, albo macierza samosprzezona, jezeli jest rowna macierzy sprzezonej
do niej po hermitowsku

A=AT (10-55)

Jezeli macierz A jest macierza rzeczywista (wszystkie jej elementy sa liczbami rzeczywistymi) to ma-
cierz sprze¢zona do niej po hermitowsku jest po prostu macierza transponowang: Al = AT rzeczywiste
macierze hermitowskie sa macierzami symetrycznymi. Witasnosé¢ ,hermitowskosci” stanowi wiec uogdél-
nienie wlasnosci symetrii na przypadek macierzy zespolonych.

4. Macierz U nazywamy unitarng, jezeli macierz sprzezona do niej po hermitowsku U ' jest réwna macierzy
odwrotnej U ~*:
Urt=ut. (10-56)
Znowu — jezeli macierz U jest rzeczywista to macierz niej po hermitowsku jest macierza transponowa-
ng: Ut =UT i whasnosé¢ unitarnoci” wiec jest uogélnieniem wtasnosci ortogonalnosci na przypadek
macierzy zespolonych. Z macierzami unitarnymi mamy do czynienia w mechanice kwantowej. Podobnie
jak macierze ortogonalne w rzeczywistych przestrzeniach wektorowych pozostawiajg bez zmiany dtu-
gos¢ wektora, macierze unitarne w formalizmie kwantowym pozostawiajg bez zmian ,dlugo$é¢ wektora”
(kwadrat modutu funkcji falowej — funkcji w ktérej tkwi cata informacja o stanie uktadu).

10.6.1 Zespolone przestrzenie liniowe

Przestrzenie wektorowe moga by¢ przestrzeniami rozpietymi nad ciatem liczb zespolonych; wspotrzedne wek-
tora beda wowczas liczbami zespolonymi. Jezeli dla przestrzeni takich chcemy okredli¢ iloczyn skalarny, to
musimy poddaé¢ drobnej modyfikacji wzor 10-4. Chcemy aby kwadrat normy wektora byt zawsze liczbg do-
datnig i dlatego

(V,W)=> V)W, (10-57)
i=1
— wspotrzedne lewego czynnika iloczynu podlegaja operacji sprzezenia zespolonego. Wowczas

()= zizi=> |u]*>0. (10-58)
i=1 i=1

( Znak réwnosci ma miejsce tylko w przypadku wektora zerowego.) Z definicji (10-57) wynika, ze w przypadku
przestrzeni wektorowej rozpietej nad ciatem liczb zespolonych iloczyn skalarny jest relacjg asymetryczna:

@)= Soain= (o) = ey, (1059

9k 3 —

SW tym paragrafie jako znak sprzezenia zespolonego stosujemy ,réwnolegle” * i~
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Rozdziatl 11

Problem wtlasny

11.1 Pierwiastki charakterystyczne i wartosci wlasne macierzy

Zatézmy, ze mamy rzeczywistq przestrzen wektorowa IR". Rozpatrujemy nieosobliwe odwzorowanie tej prze-
strzeni w sama siebie; macierz odwzorowania 4 to macierz n x n (o elementach rzeczywistych). Macierzq
charakterystyczng macierzy A nazywamy macierz A — A\Z, gdzie A\ to pewna niewiadoma liczba, natomiast
7 — macierz jednostkowa:

ail — A a12 . Q1n
a Qoo — A ... Qo
A=)\ = ao , ’ . (11-1)
Qan1 QAn2 e G — A

Wyznacznik tej macierzy jet wielomianem zmiennej A stopnia n: iloczyn wyrazéow lezacych na gtéwnej prze-
katnej zawiera wyraz (—1)"\; w pozostalych wyrazach rozwiniecia wyznacznika brak przynajmniej dwoch
wyrazow z gléwnej przekatnej. Wspotezynniki poszczegdlnych poteg A wielomianu tatwo jest okresli¢. Np.
wspotezynnik X1 to (—=1)" " Hay + age + ... + apn), @ wyraz wolny — wyznacznik macierzy A.

Wielomian det(A —Z ) nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A, a jego pierwiastki — rzeczy-
wiste, badz zespolone — jej pierwiastkami charakterystycznymi. Termin: charakterystyczny jest uzasadniony.
Jezeli rozpatrzy¢ B — macierz podobna do macierzy A (por. punkt 10.5):

B=01'AQ,
to jej wielomian charakterystyczny jest identyczny jak wielomian charakterystyczny A :

det(B —AZ) = det(Q'AQ —\T)=det(Q '[A —\T]Q)
= det(Q N det(A — AT )det(Q) = det(A — \T). (11-2)

(WykorzystaliSmy przemienno$¢ macierzy jednostkowej z kazda macierza oraz to, ze

det(Q ) = 1/det(Q).) Wynika stad wazny wniosek: mimo, ze transformacja T moze by¢ reprezentowana —
w roznych bazach — przez rozne macierze odwzorowania, to te rézne macierze maja wszystkie pierwiastki cha-
rakterystyczne takie same — nazywane czasem pierwiastkami charakterystycznymi transformacji. Zbior tych
wszystkich pierwiastkow, z uwzglednieniem ich krotnosci, nazywa sie widmem operatora transformacji, albo
widmem transformacji. Podstawowe twierdzenie algebry gwarantuje nam, ze jezeli wielomian charakterystycz-
ny jest wielomianem n-ego stopnia, to zbior jego pierwiastkow — rzeczywistych i urojonych, z uwzglednieniem
ich krotnosci — ma liczebnos¢ roéwnag n.

Dla fizyki ten wtasnie rozdzial ma kapitalne znaczenie. Charakterystyczne pierwiastki macierzy kojarza sig
bowiem z odwzorowaniem 7" typu:

Tb = Aob, (11-3)

w wyniku ktérego niezerowy' wektor b — obiekt transformacji — zostaje po prostu przemnozony przez pewna
liczbe. Taki wektor nazywamy wektorem wiasnym odwzorowania T', albo wektorem witasnym macierzy trans-
formacji T ; liczba Ay to wartosé wilasna transformacji (macierzy). Mowimy, ze wektor wtasny b odpowiada
wartosci wlasnej A.

!Niezerowy, bo dla wektora zerowego takie réwnanie jest trywialne: 0 = 0.
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Najprostszym przyktadem transformacji, ktorej wektorami wtasnymi sa wszystkie wektory to zwykte przeska-
lowanie osi naszego uktadu wspotrzednych. Jezeli zmieniamy jednostki osi z cali na centymetry, to wektorami
wlasnymi transformacji sa wszystkie wektory naszej przestrzeni, a wartos¢ wtasna to 2,54. Réwnie prosty
przyktad — ale transformacji, ktora nie posiada wektoréw wtasnych to obrét ptaszczyzny euklidesowej, wokodt
poczatku uktadu, o kat nie bedacy wielokrotnoscig w. A w fizyce?
Klasycznym przyktadem problemu wlasnego w fizyce jest problem drgajacej struny (dtugosé L), ktérej konce
s uwiezione. > Wychylenia struny — funkcja y(x,t) spelniajg réwanie falowe:
2 2

oy _190y_, (11-4)

ox? ¢ Ot?
gdzie ¢ jest predkoscia propagacji fali w strunie. Standardowa metoda rozwigzywania réwnan tego typu®
nakazuje szuka¢ rozwiazania w postaci iloczynu dwoch funkeji y(x,t) = X (2)T'(t), co prowadzi do zastapienia
(jednego) réwn. 11-4 dwoma réwnaniami, dla funkeji X (z) i T'(¢):

1 d*°X

X dz? ¢ (11-5)
1 1dT ’
aTae O

gdzie C jest — w zasadzie dowolng — stala. Unieruchomienie obu konicow struny narzuca na funkcje X warunki:

X(0) =X(L)=0. (11-6)

Nietrudno sprawdzi¢, ze pierwsze z rownan 11-5 nie posiada rozwiazan, ktore spetniatyby 11-6 przy C' > 0

i C' = 0. Stala C musi by¢ ujemna — C = —k? i pierwsze z réwnan 11-5 przybiera posta¢ — analogiczng do
rown. 11-3 — P2y

= —k*X. 11-7

702 (11-7)

Jego ogdlne rozwiazanie (por. podrozdziat 12.1) to
X(x) = Cycoskx + Cysinkz, (11-8)
ale pierwszy z warunkoéw 11-6 narzuca C; = 0. Z kolei, drugi warunek to
X(L) =sinkL =0, (11-9)

a wiec kL = nm, albo

" X(2) = Xo(2) = Cy sin ”f” (11-10)
— stata C), nie jest w tym momencie istotna. Nasze réwnanie wtasne — 11-7 — posiada wiec nieskonczony i
przeliczalny zbior wartosci whasnych i odpowiadajacych im funkcji whasnych.

Powr6émy do macierzy. Z okreslenia wielomianu charakterystycznego macierzy odwzorowania i wartosci wta-
snych wynika:

Twierdzenie 11.1 Tylko rzeczywiste pierwiastki rownania charakterystycznego mogq byc wartosciami wia-
snymi transformacyi.

Dowdd: zapisujemy wektor b i macierz odwzorowania 7 = (¢;;) w tej samej bazie:

b="> B tij = (&, T &;). (11-11)
=1

2Problem ten dyskutujemy takze w rozdziale 12. Tam tez znajdziesz kilka rysunkéw drgajacej struny.
3Metoda separacji zmiennych. Mozesz ja znalezé w drugim rodziale [MMF II i II1]. W trzecim rozdziale znajdziesz problem
struny omowiony szczegotowo.

110


http://www.ftj.agh.edu.pl/%7Elenda/mmf/skrypt.htm

Réwnanie 11-3 zapisane macierzowo (por. 9-49)

(ﬁl’ﬁz""’ﬁ”) ti1 tiz ... tlin &1 B
toy tas ... ton
Tb— oo S O (11-12)
tnl tn? o tnn Sn ﬁn

jest rownowazne uktadowi n réwnan

Bitin + Patar ...+ Butnr = NS
511512' + 52t22. +.. + Butn2 = AOBQ‘ | (11-13)
ﬁltln + ﬁZth +... + ﬁntnn == )\Oﬁn

a poniewaz wektor b jest — z zalozenia — niezerowy, to warunkiem aby istnialo rozwiazanie (nietrywialne!)
tego uktadu

(ti1 — Xo)B1 + tafe +... + tn1Bn =0
t12@1: + (t2 — )\0)52: +.. + tn2fn = 0 | (11-14)
tlnﬁ{ + t2n52' +.. +  (tan — A0)fn = 0
jest zerowanie sie jego wyznacznika:
ti1 — Mo to1 e tn1
t12 too — Ao ... tho (11.15)
O S S

jezeli wyznacznik ten jest rowny zeru, to i wyznacznik macierzy transponowanej w stosunku do 11-15 jest
rowny zeru; czyli

det(T — AT ) =0, (11-16)

czyli warto$¢ wlasna A\ rzeczywiscie stanowi pierwiastek rownania charakterystycznego. Rzeczywisty charak-
ter Ao wynika z 11-13. Pozostawiamy czytelnikowi wykazanie tego twierdzenia ,w druga strong”.

11.1.1 Niezdegenerowane wartosci wtasne

Mowimy, ze wartosci wlasne liniowej transformacji przestrzeni IR" sa niezdegenerowane jezeli danej wartosci
wlasnej odpowiada jeden i tylko jeden wektor wlasny. Zachodzi to w przypadku, gdy wszystkie pierwiastki
wielomianu charakterystycznego macierzy sa rézne i rzeczywiste. Czasem uzywa sie tez okreslenia: widmo
wartosci wtasnych jest widmem prostym.

(Z degeneracja mamy do czynienia, kiedy okreslonej wartosci wtasnej odpowiada wiecej niz jeden wektor
wtasny. Tak bedzie w przypadku, gdy wartodcia wtasng jest wielokrotny pierwiastek wielomianu charaktery-
stycznego.)

11.2 Problem wlasny a diagonalizacja macierzy

W rozwigzywaniu probleméw fizycznych czesto szukamy takiej transformacji przestrzeni wektorowej, ktorej
macierz — w okreslonej bazie — ma posta¢ diagonalng, tzn. rozne od zera sg tylko elementy przekatnej gtow-
nej. Nie oznacza to, ze kaZda transformacja liniowa moze by¢ reprezentowana przez macierz diagonalng! O
problemie tym bedziemy méwi¢ w nastepnym podrozdziale.

W tym momencie wykazemy:

Twierdzenie 11.2 Macierz T transformacji liniowej T w okreslonej bazie e, . .., e, moze byé diagonalna
wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wektory bazowe sq wektorami wtasnymi T .

111



w dodatku:

Wektory wilasne by, . . ., by liniowej transformacyi T, odpowiadajgce roznym wartoSciom wlasnym tworzg uktad
wektorow liniowo niezaleznych.

Rzeczywiscie, macierzowe réwnanie wtasne, dla wszystkich wektoréw bazowych

T(ez) = /\Z-ei; 1= 1,...,n (11—17)
czyli explicite
Opy Opy
t11 t12 ... tli e tln
tor tog ...ty ... top 0[171] 0[171] )
1y = | Aijg coi=1,....,n (11-18)
Op; Or;
ty twe oty o b 1] e
Ofn) Ofn)

bedzie spetnione wtedy i tylko wtedy gdy macierz 7 = (t;;) ma postaé

A 0O ... 0
0 A ... 0
S (11-19)
0 0 ... A\

Dowdd liniowej niezaleznosci b; najprosciej jest przeprowadzi¢ metoda indukcji matematycznej wzgledem
wskaznika k. Dla £ = 1 mamy uktad liniowo niezalezny (jeden wektor). Rozwazamy wektory spetniajace
rownanie wtasne

przy czym

Dla 1 <[ < k zaktadamy, ze uktad [ wektorow jest liniowo niezalezny; rownanie
fiby + bz + ...+ Gib =0 (11-22)

ma rozwiazanie tylko dla wszystkich 3; = 0. Jezeli dodanie (I + 1)-ego wektora niszczy liniowa niezaleznos¢,
tzn. réwnanie
a1by + asbs + ...+ ayby + C(l+1bl+1 =0 (11—23)

ma rozwigzanie dla — na przyktad — oy # 0, to stosujemy transformacje¢ 7' do obu stron tego réwnania,
otrzymujac
)\10é1b1 + )\Qagbz + ...+ Alalbl + >‘l+1al+1bl+1 = 0. (11-24)

Réwnanie 11-23 mnozymy przez A\ i otrzymane réwnanie odejmujemy od 11-24. Dostajemy

041()\1 — )\l+1>b1 + Oég()\g - /\l+1)b2 + ...+ Oél()\l - >\l+1)bl = 0, (11-25)

co stanowi zaprzeczenie zalozenia (réwn. 11-22) o niezaleznosci uktadu | wektorow — wspotezynnik oy (A —
Ai+1) jest rozny od zera.

11.3 Odwzorowania symetryczne

Liniowe odwzorowanie Euklidesowej przestrzeni IE™ nazywamy symetrycznym albo samosprzezonym? jezeli
spelniona jest rownosé:

(S{a},b) = (a, S{b}); (11-26)

4To okreélenie odnosi sie raczej do operatoréw; samosprzezonym moze byé operator dzialajacy na wektory i poddajacy je
odwzorowaniu. Bedzie o tym mowa w fizyce!

112



iloczyn skalarny nie zalezy od tego na ktéry z jego czynnikéw dziala operator odwzorowania.’

Najprostszymi przyktadami symetrycznego odwzorowania bedzie odwzorowanie tozsamosciowe (wektory prze-
chodza w same siebie) i zerowe (obrazem wszystkich wektoréw jest wektor zerowy). Mniej banalne — wspo-
mniane juz przemnozenie (wszystkich!) wektoréw przez pewna liczbe (skalowanie).

Wykazemy

Twierdzenie 11.3 Symetryczne odwzorowanie przestrzeni Euklidesowej IE™ jest reprezentowane, w dowolnej
bazie ortonormalne), przez macierz symetryczng. I odwrotnie: jezeli odwzorowanie jest reprezentowane przez
symetryczng (przynajmniej w jednej ortonormalnej bazie) macierz, to odwzorowanie jest symetryczne.

Dowéd: Zatézmy, ze symetrycznemu odwzorowaniu S odpowiada, w ortonormalnej bazie ey, es, . .., e, ma-
cierz S = (s;;). Obliczamy odpowiednie iloczyny skalarne (por. 10-24 i 10-23):

(S{ei},e;) = <§:18mek,ej> = sji, (11-27)
(ei; S{e;}) = (e Enjskjek> = 54 (11-28)

i korzystamy z 11-26. Mamy:

Sij = Sji (11-29)
dla wszystkich 7,5 = 1,...,n. Macierz S jest symetryczna.
Druga czes¢ dowodu jest réwnie prosta. Zaktadamy, ze macierz odwzorowania liniowego w ortonormalnej
bazie ey, es, ..., e, to pewna symetryczna macierz S = (s;;), czyli dla wszystkich 4,57 = 1,...,n zachodzi

si; = sj;. Bioragc dwa dowolne wektory, b i ¢, ktérych reprezentacje w naszej bazie to:
b=> fiei, c=)>_ e, (11-30)
i=1 j=1
poddajemy je transformacji S:

s{b} = ;ﬁz‘s{ei}: (éﬁ%) ej, (11-31)

= 10

S{c} = Z%S{ej} = ViSij | €:- (11-32)
j=1 =1 \j=1
Korzystajac z ortonormalnosci bazy mamy

(S{b},c) = ZZ@‘SJ‘HJ' (11-33)

j=1i=1
(b,5{c}) = DD Bisijv- (11-34)

i=1 j=1
Poniewaz macierz (s;;) jest symetryczna prawe strony obu réwnan sa identyczne; (S{b},c) = (b, S{c}).

Czytelnik moze wykaza¢ dwa, intuicyjnie tatwe do zaakceptowania wnioski:

Twierdzenie 11.4 Suma dwoch symetrycznych odwzorowan, a takze ich iloczyn, jest odwzorowaniem syme-
trycznym.

Istotnym — wtadnie w kontekscie mechaniki kwantowej — jest :

5Tego typu odwzorowania sa, mozna to powiedzieé bez przesady, fundamentem mechaniki kwantowej. Przestrzenie wektorowe
mechaniki kwantowe]j sa przestrzeniami zespolonymi i nieskonczenie wielo-wymiarowymi. Wymaga to innego nieco okreslenia
iloczyny skalarnego; w dodatku (ze wzgledu na zespolony charakter) ten ostatni jest antysymetryczny (por. 10-59). Dlatego, to
co bedziemy omawiali w tym podrozdziale dla prostszego przypadku rzeczywistych przestrzeni euklidesowych IE™ o skoficzonej
(n) liczbie wymiaréw ,przenosi si¢” prosto na przypadek kwantowo-mechaniczny, jezeli terminy ,ortogonalny” i ,symetryczny”
zastapi¢ odpowiednio terminami ,unitarny” oraz ,hermitowski”.
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Twierdzenie 11.5 Wszystkie wartosci wiasne symetrycznej macierzy sq rzeczywiste.

Dowéd: Wystarczy wykazaé, ze rzeczywiste sa wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego ma-
clerzy symetrycznej S = (s;;), tzn. wszystkie Ay spetniajace

det(S — AZ) = 0. (11-35)

Roéwnanie jest rownowazne uktadowi n rownan jednorodnych:
> sjmy — Aow; = 0; i=1,...,n. (11-36)
j=1

Poniewaz A\ (pierwiastek wielomianu charakterystycznego) moze by¢ zespolone, to rozwiazania tego uktadu
(istnieja, bo jego wyznacznik = 0 — por. 11-35) x; = §;; i = 1,...,n sa (moga by¢) tez zespolone. Mamy

Z szﬂj = Xofs; t=1,...,n. (11‘37)
j=1

Mnozymy obie strony kazdego z réwnan 11-37 przez zespolona sprzezona f3; i dodajemy do siebie lewe i prawe

strony n rownan:
n n n

> siBibi = XY Bib. (11-38)
i=1j=1 i=1
Wystepujaca po prawej stronie powyzszego réwnania suma to pewna liczba rzeczywista — przynajmniej
jedno z f; musi byé rézne od zera (uklad ma rozwiazanie nietrywialne) i dodajemy kwadraty moduléw
liczb zespolonych. ,Rzeczywista natura” )y wymagataby wiec wykazania, ze i lewa strona 11-38 jest liczba
rzeczywista. Wykazemy to, obliczajac jej zespolone sprzezenie (uwaga: wspotezynniki sj; sa rzeczywiste!)®

(Zzsﬁﬁi@) =2 (Sﬂﬁj@)* =2 a 85190

i=1j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

NS suBiB8 S D s

i=1j=1 j=14i=1

Czytelnik, ktory juz dzisiaj chcialby poznaé¢ podwaliny formalne mechaniki kwantowej, bez trudu przesledzi
tok dowodu dla macierzy, ktérej elementy spetniaja warunek hermitowskosci (por. 10.6) — S5 = Sji-
W koncu mamy bardzo istotne :

Twierdzenie 11.6 Liniowe odwzorowanie IE™ jest symetryczne wtedy i tylko wtedy, jezeli w IE"™ istnieje
ortonormalna baza, zbudowana z wektorow wlasnych macierzy odwzorowania.

Dowdd ,w jedna strong”: jezeli w IE™ istnieje ortonormalna baza fq, fa,..., fn i dla wektorow bazy mamy
to macierz transformacji 11-39 w bazie { e;} jest diagonalna

A 0

A2
(11-40)

0 An
Diagonalna macierz jest jednak symetryczna, a wigc symetryczna bedzie i samo odwzorowanie.

Dowod ,,w druga” strone pozostawiamy czytelnikowi. Mozna go przeprowadzi¢ metoda indukcji wzgledem n
(dla n = 1 odwzorowanie to wspomniane na poczatku podrozdziatu skalowanie).

6Uzywamy réwnolegle symboléw: x* i Z dla oznaczenia liczby zespolonej sprzezonej do x.
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11.4 Sprowadzanie formy kwadratowej do uktadu osi gléwnych

Z rozwazan zawartych w poprzednich punktach wynika kolejne twierdzenie, bardzo istotne dla fizyki — i to
nie tylko kwantowej, ale i tej klasycznej:

Twierdzenie 11.7 Dla kazdej symetrycznej macierzy S mozna znaleZé ortogonalng macierz Q , ktora dia-
gonalizuje macierz S ; tzn.macierz Q 'S Q jest macierzq diagonalng.

Twierdzenie mozna wlasciwie traktowaé jako pewne podsumowanie naszych wiadomosci o odwzorowaniach
i ich macierzach. Jezeli mamy &, macierz symetryczng rzedu n i ortonormalng baze ey, es, ..., e, w IE",
to macierz S reprezentuje w tej bazie pewne symetryczne odwzorowanie S tej przestrzeni euklidesowej. A
jezeli tak, to w IE™ istnieje tez baza ortonormalna fy, fa,..., fn, zbudowana z wektoréw wtasnych macierzy
odwzorowania S. W tej bazie, macierz odwzorowania S to diagonalna macierz D :

D =0"'50. (11-41)
gdzie Q jest macierza przejscia od bazy {f;} do bazy {e;}:
e=0f. (11-42)

Macierz Q jest ortogonalna, poniewaz stanowi przejscie pomiedzy dwoma bazami ortonormalnymi, a poniewaz
macierz odwrotna ortogonalnej macierzy Q jest réwna macierzy transponowanej: @ ! = Q7 réwnanie 11-41
mozna przepisa¢ w postaci

D =0"'SQ. (11-43)

W rozdziale 6smym widzieliSmy jednak, ze taka samg posta¢ ma forma kwadratowa: symetryczna macierz
S wspdtezynnikéw formy jest mnozona od prawej i od lewej przez wektor niewiadomych z;. Na podstawie
wladnie wykazanego twierdzenia mozemy sformutowac kolejne, tzw.

Twierdzenie 11.8 (O osiach gléwnych:) KazZda rzeczywista forma kwadratowa
f(z1,2a,...,2,) moze zostaé sprowadzona do postaci kanonicznej, przy pomocy odwzorowania, ktérego ma-
cierz jest ortogonalna.

W dodatku:

Twierdzenie 11.9 Bez wzgledu na to jakq postac ma transformacja ortogonalna, sprowadzajgca forme kwa-
dratowg, okreslong macierzq S, do postaci kanonicznej, wspotczynniki tej ostatniej sq pierwiastkami wielo-
mianu charakterystycznego macierzy S (z wwzglednieniem ich krotnosci.)

Dowéd: Przypu$émy, ze mamy forme f, ktéora w wyniku transformacji ortogonalnej x; — y;; 1 =1,...,n
zostata sprowadzona do postaci kanonicznej:

flar, @2, @) = myt + peys + .. iy (11-44)
Poniewaz transformacja jest ortogonalna to suma kwadratéw z;, pozostaje bez zmian 37, ;2 = 37 v .
Dla dowolnej liczby A zachodzi
f@r, o, ) = A 2l =)y — 2D vi (11-45)
i=1 i=1 i=1

Wyznaczniki macierzy, ktére wystepuja po obu stronach sa rowne (por. wzory 11-2, a takze 11-41 1 11-43 )

dostajemy
M1 — A 0 e 0

det(S — A\T) = = [L( =) (11-46)

0 0 cee M — A
Werbalizujac jeszcze inaczej wykazane twierdzenie: bez wzgledu na to jaka jest posta¢ macierzy ortogonalnej,

ktora diagonalizuje macierz formy S, na przekatnej zdiagonalizowanej macierzy pojawiaja sie pierwiastki
charakterystyczne S (z uwzglednieniem ich krotnosci).
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Znajdowanie odwzorowania, sprowadzajacego kwadratowg forme do osi gtéwnych

W wiekszosci zagadnien interesuje nas nie tylko posta¢ kanoniczna formy kwadratowej, ale transformacja
ortogonalna Q , ktéra tej ,redukcji do osi gtéwnych” dokonuje. Praktyczne znalezienie @ polega na znalezieniu
macierzy odwzorowania diagonalizujacego symetryczng macierz S, albo macierzy do niej odwrotnej Q ~*. Z
réwnania 11-42 wynika, Ze ta ostatnia to macierz przejscia od bazy {e} do bazy { f}; jej wiersze to n wektorow
wlasnych symetrycznego odwzorowania, ktorego macierz — w bazie {e} — to nasza symetryczna macierz S .
Innymi stowy, zadanie sprowadza si¢ do znalezienia uktadu wektoréw wtasnych macierzy.

Zatozmy, ze \g jest pierwiastkiem charakterystycznym macierzy S i jego krotnosé jest rowna ky. W punkcie
11.2 przekonalismy sie, ze wektory wtasne macierzy transformacji , odpowiadajace danej wartosci wlasnej \g
to nietrywialne rozwiazania uktadu jednorodnych réwnan (por. 11-12) liniowych

(S — AZ)b = 0. (11-47)

Wprawdzie w uktadzie 11-13 wystepowala macierz transponowana — 7 7, ale nasza macierz S jest symetrycz-
na i zamiast S 7 mozemy w réwn.11-47 wstawi¢ S . Jak wynika to z twierdzenia o osiach gtéwnych taki uktad
posiada kg liniowo niezaleznych rozwigzan. Szukamy tych rozwigzan w standardowy sposéb; po znalezieniu
ich poddajemy ich procesowi ortogonalizacji i normalizacji.

Wystepujaca w réwn. 11-47 wielkos¢ Ay reprezentuje wszystkie rozne pierwiastki charakterystyczne; poniewaz
suma krotnosci tych pierwiastkéw jest rowna n to, rozwiazujac 11-47 dla kolejnych Ay, dostajemy uktad n
wektoréw wlasnych odwzorowania S, w bazie {e}. Jedyne co pozostaje do wykazania to pomocnicze:

Twierdzenie 11.10 Wektory wtasne macierzy symetrycznego odwzorowania S przynalezne do réinych war-
tosci wlasnych sq wzajemnie ortogonalne.

Dowdéd: WeZzmy dwa wektory b i c:
S{b} = )\1b, S{C} = )\QC, (11—48)
przy czym A1 # Ao. Obliczmy iloczyny skalarne:

(S{b},c) = (Mb,c)=\(b,c), (11-49)
(b,S{c}) = (b,\sc) = No(b,c). (11-50)

Poniewaz odwzorowanie jest symetryczne lewe strony 11-49 i 11-50 sg réwne, tak wigc
)\1(1), C) = )\Q(b, C), (11—51)

lub
(A1 = A2)(b, ) = 0; (11-52)

z zalozenia A\ # Ay wynika ortogonalnosé¢ b i c: (b, c) = 0.

Przyklad 11.1 SprowadZzmy do osi gtéwnych forme

f(CCl, T2, T3, 174) = 2.%'1[['2 + 2[)’211’3 — 21’11’4 — 21721'3 + 21’2[)’}4 + 2[E3CL’4. (11—53)

Symetryczna macierz formy f to

0 1 1 -1
1 0 —1 1
S = 1 1 0 e (11-54)
-1 1 1 0
a jej wielomian charakterystyczny to wyznacznik
- 1 1 -1
det(S —A7)=| L 7 L Moo Cpoes). (11-55)

1 -1 =X 1
—1 1 1 =X
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Macierz & ma wiec potréjny pierwiastek charakterystyczny 1, i (jednokrotny) pierwiastek —3. Posta¢ kano-
niczna formy f to

FWiv2,y3,9a) = 45 + 5 +y3 — 3y (11-56)
Uktad 11-47, dla Ay =1 to:

-1 + w2 + x3 — x4 = 0,

Ty — X9 — T3 + x4 = 0,

ry — X2 — X3 -+ Ty = O, (11 57)
—x1 + X9 + X3 — Ty = 0.

Rzad uktadu jest rowny 1; istnieja wiec 4 — 1 = 3 liniowo niezalezne rozwigzania. Wybierajac je ,jak naj-
prostsze” mamy, na przyktad 7

bl - ( 1717070)7
by =( 1,0,1,0), (11-58)
b3 = (_1a 07 07 1)7
Dokonujemy ortogonalizacji trzech wektoréw
cC = bl = (1717070)7
1 1 1
= 3 by = a8 17 0) )
c2 b (2 2
1 N 1 b ( 111 1)
c3 = —c1+ -c =|—-=,7, = )
3 92 1 3 2 3 37 37 37
Z kolei, uktad 11-47, dla Ay = —3 to:
3y + w2 + wg — wy = 0,
ry + 31’2 — T3 + g = 0,
rT — To + 31’3 + T4 = O, (11_59)
—r1 + T9 + Trs + 31’4 = 0.

Rzad uktadu jest réwny 3; istnieje 4 — 3 = 1 rozwiazanie:
ce=(1,-1,-1,1).

Cztery wektory: ¢y, ca, €3, ¢4 sa ortogonalne; dokonujac normalizacji uzyskujemy uktad czterech wektoréw or-
tonormalnych: Tak wiec jawna postac transformacji ortogonalnej, sprowadzajacej forme 11-53 do osi gtéwnych
to:

1 1
= —FI1 + —F=2,
o \/51 \/52

1 1 2
= :7:[7—71‘—71"
b2 V6T Ve T V3
1 1
= — r1+ To + T3+ —(— Ty,
vs 203 o3 o3 2
1 1 1 1
Yo = ST1— 5T2 — T3+ T4,

2 2 2 2

— macierz transformacji ma postaé

VAVE R VAVE R 0

V6 —1/V6 =2/v3 0 | _ 5o (11-60)
~1/2v3 1/2V3 1/2V3 VB2 | T T

/2 -1/2  —1/2  1/2

symetryczna macierz S (11-54) zostata poddana diagonalizacji:
1 00

Q!SS9 = (11-61)

0
10 0
01 0
00 -3

o O O

"Dlaczego tak? Pomysl: zalezy nam na jak najwiekszej iloéci zer (na réznych pozycjach). Do spetnienia dowolnego réwnania
uktadu wystarcza dwa niezerowe z-y (dwa beda zerami); niech bedzie to zawsze x1 i — sukcesywnie — za, x3 1 4.
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Podkreslmy, ze w przypadku wielokrotnej (zdegenerowanej) wartosci wtasnej wybér liniowo niezaleznych
wektoréow wtasnych jest wieloznaczny; istnieje wiec wiele ortogonalnych transformacji, ktore sprowadzaja
forme kwadratowa f do postaci kanonicznej. Znaleziona powyzej to tylko jedna z wielu mozliwych.
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Rozdzial 12

Troche fizyki

12.1 Potega odwzorowania liniowego

X

Rysunek 12.1: Ruch drgajacy pod dziataniem sity harmoniczne;j.

Aby uzmystowic¢ sobie, jak daleko idgce skutki wynikaja z liniowosci odwzorowan przesledzmy przyktad zwia-
zany z jednym z pierwszych réwnan, ktoére rozwigzuje mtody adept fizyki. Mam tu na mysli rownanie ruchu
harmonicznego, to znaczy ruchu zachodzacego pod dziataniem sity harmonicznej. Te ostatnia definiujemy
jako site wprost proporcjonalng do wychylenia ciata z potozenia réwnowagi i skierowang ,przeciwnie” do
wychylenia, a wiec starajaca sie przesungé¢ ciato do potozenia rownowagi. Rozwazamy przypadek jednowy-
miarowy: mase m, poruszajaca sie na idealnie gtadkim stole (bez zadnego tarcia), wzdtuz osi z-6w. Zrédlem
sity harmonicznej jest sprezyna (o zaniedbywalnej masie) o wspdtezynniku sprezystosci k (k > 0); polozenie
réwnowagi (sprezyna ani nie rozciagnieta, ani nie $cisnieta) to punkt z = 0. (Por. Rys.12.1.) Definicja sity
harmonicznej i drugie prawo dynamiki Newtona dajg nam réwnanie ruchu:

masa X przyspieszenie = sita dziatajaca, czyli

d2
def = —ka. (12-1)
Dzielac obie strony réwnania 12-1 przez m i oznaczajac
k
w2 et X (12-2)
m
mamy
d2
— (12-3)

dt?
Powyzsze rownanie jest rozniczkowym réownaniem ruchu harmonicznego.

119



Nawet jezeli nie umiemy rozwigzywaé takich réwnan, mozemy latwo sprawdzié!, ze jego rozwigzania to
funkcje: x1 = sinwt i 9 = coswt. Z teorii réwnan roézniczkowych wynika, ze ogdlna postaé rozwigzanie
rownania 12-1 to

r = xz(t) = C1x1 + Coxg = C sinwt + Cy cos wt, (12-4)

gdzie state C} i C5 mozna wyznaczy¢, jezeli dysponujemy pewna dodatkows informacja. Poniewaz do wyzna-
czenia sg dwie state, to musimy mie¢ dwie niezalezne informacje — na przyktad potozenie i predkosé¢ w chwili
t =0 (tzw. warunki poczatkowe ruchu).
Rozpatrzmy dwa rézne warianty takich warunkéw poczatkowych. Pierwszy z nich odpowiada sytuacji, gdy w
chwili ¢ = 0 masa? znajduje si¢ poza potozeniem réwnowagi, w punkcie = 1, a jej predkosé¢ v jest réwna zeru.
(Odciagamy sprezyne przenoszac mase do x = 1, a nastepnie zwalniamy sprezyne.) Oznaczmy taka sytuacje
symbolem [z(0),v(0)] = [1,0]. Ruch zapoczatkowany takimi warunkami poczatkowymi bedzie odbywal sie
wedtug rownania:

1,0 (t) = coswt. (12-5)
Latwo sprawdzi¢: z(0) = 1; predkos$¢ v(t) = dz/dt = —wsinwt i v(0) = 0.
Drugi wariant to sytuacja, kiedy ciatu znajdujacemu si¢ w chwili ¢ = 0 w polozeniu réwnowagi (z = 0)
nadajemy pewna jednostkowa predkosé; v(0) = 1. Taka sytuacje mozemy oznaczy¢ jako [0,1]; odpowiadajace
jej rozwiazanie to

1
xpq(t) = " sin wt. (12-6)

(2(0) = 0; predkos¢ v(t) = dz/dt = w(1l/w) coswt = coswt i v(0) = 1.)
Tak wigc dwom sytuacjom poczatkowym odpowiadaja dwa rozwigzania rownania ruchu:

[1,0] = coswt
1 . .

0,1] = —sinwt
w

W ogdlnym przypadku mozemy mie¢ do czynienia, ktory rozpoczyna sie w dowolnym punkcie zq i z dowolna
predkoscia vy, a wiec w  sytuacji” [z, vg]. Ale taka sytuacja to nic innego jak kombinacja liniowa

[QT(),’U()] = Ty X [1, 0] + vg X [O, 1], (12—7)

a jezeli tak to odpowiadajace jej rozwigzanie powinno by¢ analogiczna kombinacja liniowa czastkowych roz-
wigzan:

x(t) = xo X Tp1,0) + Vo X X[o,1) = Tosinwt + % cos wt. (12-8)
Powyzszy wynik mozna oczywiscie tez uzyska¢ w bardziej standardowy sposoéb — podstawiajac odpowiednie
warunki poczatkowe do réwnania 12-4 i do réwnania, jakie otrzymamy rézniczkujac 12-4 stronami wzgle-
dem czasu, a nastepnie wyliczajac z uktadu dwoch réwnan state C) i Cy. Ale mozna tez go traktowaé jako
konsekwencje lintowosci samego réwnania. Uzyskane rozwigzanie ogélne to liniowe odwzorowanie:

warunki poczatkowe — rozwiazanie opisujace ruch.

Czastkowe rozwigzania xp g 1 1) tatwo odgadnaé (sprawdzi¢). Rozwazmy teraz ciekawszy przyktad, zilu-
strowany na Rys.12.2. Mamy tu uktad dwéch takich samych mas (m; = my = m) i trzech sprezyn. Dwie
skrajne sa takie same (maja identyczny wspotczynnik sprezystosci k); sprezyna srodkowa jest ,mocniejsza”
— jej wspotezynnik sprezystosci K = 4k. Masy wszystkich sprezyn sg zaniedbywalne. Wychylenia mas w
stosunku do ich potozen réwnowagi (wszystkie sprezyny ,w spoczynku”) oznaczamy przez x i y. Rozpatrzmy
sytuacje kiedy x > 0,y > 01y > x. Woéwczas sSrodkowa sprezyna jest rozciggnieta i dziata na ,lewa” mase w
prawo, a na ,prawa’ mas¢ — w lewo. Uktad réwnan Newtona to

2

m‘;tf = —ke+ K(y—x) = —ka + dk(y — 2) = —5kz + dky, (12:9)
2

mfgfé/ = —ky— K(y—x) = —ky — 4k(y — x) = dkx — 5ky. (12-10)

IPostaé rozwiazan problemu ruchu harmonicznego poznales zapewne na lekcjach fizyki w szkole éredniej.
2Mase traktujemy albo jako bardzo mala — punktowa, albo méwiac o jej potozeniu mamy na my$li srodek masy przesuwajacego
sie ciala.
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Rysunek 12.2: Ruch drgajacy pod dziataniem sity harmonicznej — dwie masy.

W chwili poczatkowej (¢ = 0) obie masy moga znajdowaé si¢ w okreslonych punktach i mie¢ pewne predkosci
poczatkowe. Kompletne warunki poczatkowe to 4 wielkosci: x(0),v1(0),y(0) i v2(0), gdzie vy 5 to predkosci
obu mas. Uproéémy na poczatek analize i zalézmy, ze 2(0) = y(0) = 0 (masy sa w polozeniach réwnowagi),
natomiast v1(0) = vg1, v2(0) = voe. Taki warunek poczatkowy oznaczymy przez [0, 0, vo1, vog].

Poltézmy vg; = 11 vge = 1. Obie masy zaczynaja wiec ruch ,w prawo” wzgledem swoich potozen réwnowagi,
z takimi samymi predko$ciami. Ale w takiej sytuacji tgczgca je sprezyna nie podlega deformacji i sity z
jakimi oddzialywuje ona na obie masy sg réwne zeru. Obie masy wykonuja, identyczne i niezalezne, drgania
analogiczne do opisanego powyzej drgania pojedynczej masy. Opis tych drgan to, zgodnie z 12-6

1
z(t) = y(t) = —sinwt (12-11)
w
i mozemy przyjac, ze mamy do czynienia z odwzorowaniem
1 1
[0,0,1,1] — [z(t),y(t)] = | —sinwt, —sinwt| . (12-12)
w w

Ogolny przypadek sytuacji poczatkowej, przy zatozeniu ze z(0) = y(0) = 0 to [0,0,v1,v02]. Wystepuja
w nim dwie dowolne state, ktére nie muszg by¢ réwne jednosci. Aby zapisaé¢ ogdlne rozwigzanie dla takiej
sytuacji musimy ztozy¢ dwa rozwigzania, uzyskane (wydedukowane) dla dwdch réznych sytuacji. Jedno z nich
to rownanie 12-11. Aby znalez¢ drugie, zastanéwmy sie co stanie sie, jezeli predkosci nadane masom w chwili
poczatkowej beda tez takie same i jednostkowe, ale skierowanie przeciwnie. Masy startuja ,naprzeciw sobie”
— lewa masa w prawo, a prawa masa w lewo. Wéwczas srodkowa sprezyna bierze udzial w ruchu, ale symetria
uktadu pozwala nam napisa¢ warunek (spetniony podczas trwania ruchu): z(¢) = —y(t). Ruch jednej masy
jest zwierciadlanym odbiciem ruchu drugiej (lustro umieszczone jest w $rodku i prostopadle do sprezyny o
wspélezynniku sprezystosci K). Przy takim warunku, uktad réwnan 12-9 i 12-10 redukuje si¢ do jednego
réwnania: P »

def — —Okz, albo de = —9uz, (12-13)
ktérego rozwiazaniem jest x(t) = —y(t) = 31} sin 3wt. Funkcja ta spelia réwnanie 12-13, z(0) = y(0) =0, a

predkosci poczatkowe

d 1 d 1
& = 3w— cos 3wt =1; &y = —3w— cos 3wt =—1.
dt —0 3w =0 dt -0 3w +=0
Tak wiec znowu mamy do czynienia z odwzorowaniem
1 1
0,0,1,—1] — [z(t),y(t) = [Z’)w sin 3wt, ~3 sin 3wt} . (12-14)

Korzystajac z wlasnosci proporcjonalnosci odwzorowan (jeden z elementéw liniowosci) mozemy zapisaé row-
nania 12-12 i 12-14 w postaci

A A
0,0,A4,A] — { sin wt, sinwt] (12-15)
w w
B B
[0,0,B,—B] — {?)w sin 3wt, W sin Swt] , (12-16)
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a korzystajac z wtasnosci addytywnosci mamy

A B A B
[0,0,A+ B, A— B] - |—sinwt + — sin 3wt, — sinwt — — sin 3wt | . (12-17)
w 3w w 3w

Aby wyrazi¢ powyzsze odwzorowanie dla warunkéw poczatkowych [0, 0, vgr, vg2] musimy dokonaé prostej
operacji, polegajacej na wyrazeniu poczatkowych predkosci vy 1 vz przez (dowolne) state A i B. Kladziemy

Vo1 = A+B
Vo2 — A—B

i rozwigzujemy ten ukltad réwnan. Dodajac i odejmujac réwnania stronami mamy natychmiast
A = 0, 5(1)01 + UQQ) 1 B = 0, 5(1)()1 — 1)02)
i w konsekwencji

0,5(vor + vo2) 0,5(vo1 — vo2)

[0,0,v01,v02] — sin wt + — sin 3wt,
w 3w
0,5 0,5 —
- = (Vo1 + vo2) sinwt — ———~ (vor — voo) sin 3wt | .
w 3w

Skonstruowalismy rozwigzanie uktadu réwnan 12-9, opisujacego drgania obu mas, dla sytuacji poczatkowej
Stypu” [0, 0, v01, vog] (start z poltozen réwnowagi z dowolnymi predkosciami). Rozwiazanie to ma postaé

O, 5(1)01 -+ ’Uog) 0 5(U01 — UQQ)

Z()[0,0,001 v02] » sinwt + — %0 sin 3wt, (12-18)
0,5 0,5 —
Y()10,0,001,00] = ’(%;—i_voz) sin wt — W sin 3wt. (12-19)

Analogicznie powinnismy rozwiazaé zagadnienie drgan dla warunkéw poczatkowych typu [z, o, 0, 0] (start
z pewnych wychyleii poczatkowych z predkosciami réwnymi zeru). Rozwazania sa oparte na tym samym
pomysle: wyeliminowaniu wpltywu srodkowej sprezyny (wychylenia takie same i w tym samym kierunku) i
drganiu ,zwierciadlanym” (takie same wychylenia w przeciwnych kierunkach). Otrzymamy woéwczas zespot
réwnan jak 12-18-12-19, opisujacych funkcje z(t) i y(t), przy czym wystepowaé w nich beda kosinusy, a nie
sinusy:

() [wor,m02,00) = 0,5(x01 + @o2) coswt + 0, 5(x1 — xo2) cos 3wt, (12-20)
Y() 01,200,000 = 0,5(xo1 + 2o2) coswt — 0, 5(xo1 — Zo2) cos wt. (12-21)

W koncu pozostaje kwestia sformutowania rozwigzania w pekli ogdlnego, tzn. odpowiadajacego warunkom
poczatkowym typu [xo, Yo, Vo1, Voz]. To juz jednak wtasciwie umiemy zrobié¢ — poswiecona byta temu pierwsza
cze$é tego podrozdziatu, a konkretnie wzory 12-7 i 12-8. Aby okresli¢ z(t) i y(t) w najbardziej ogdlnym
przypadku, musimy dodac¢ prawe strony réwnan 12-18 i 12-20, oraz 12-19 i 12-21.

Podane przyktady uzmystawiajg nam potege definicji liniowosci i ucza nas rozwigzywac¢ rownania fizyki w
sposob wykorzystujacy chyba bardziej pewien ,spryt” i inteligencje, niz znajomos¢ formalnych regut. A takze
— dla fizyka bardzo jest to istotne — uzmystawiaja nam role sytuacji poczatkowej.

12.2 Diagonalizacja

12.2.1 Wektory wlasne macierzy

Zagadnienie ,wtasne”, a wiec znajdywanie wartosci i wektorow wtasnych mozna bez przesady uznaé za fun-
damentalne zastosowanie algebry liniowej w problemach fizycznych. Aby zilustrowaé wstepnie co oznacza
znalezienie (i wprowadzenie do opisu zjawiska) wektoréw wlasnych powréémy raz jeszcze do problemu dwoch
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mas i trzech sprezyn. Uktad réwnan, opisujacy wychylenia pierwszej (x) i drugiej masy (y) z potozen réwno-

wagi ma postaé¢ (przy uwzglednieniu K = 4k, oznaczeniu — = w? i redukcji — por. 12-9):
m
d?z 2 2
P 4
55; 5w2x + wzy, (12.22)
o dw*r — dwy.

Uktad ten rozwiazalismy rozpatrujac dwa szczegélne przypadki sytuacji poczatkowych: pierwszy — kiedy masy
zaczynaja ruch z poltozen réwnowagi z takimi samymi (jednostkowymi) predko$ciami: vg; = vgo = 1, drugi —
kiedy predkosci mas sa skierowane przeciwnie vg; = —vge = 1. Te ,sytuacje poczatkowe” mozna zapisa¢ w

postaci dwoch wektorow:
( } ) oraz ( _1 ) (12-23)

Dla tak wybranych wektoréow, reprezentujacych warunki poczatkowe, nasz uktad réwnan mozna byto ,upro-
sci¢” korzystajac z argumentéw fizycznych, wynikajacych z analizy charakteru ruchu. Ale przeciez algebra
musi tez istnie¢ niezaleznie od fizyki, a wiec takie ,uproszczenie” uktadu musi mie¢ pewne formalne podstawy.
Zauwazmy, ze uktad 12-22, zapisany w postaci macierzowej to:

d*x

a2 | [ —bw?  4w? r\  of =5 4 x

d2y _< 4w?  —hw? y - 42 -5 y )’ (12-24)
dt2

Przyspieszenia mas (lewa strona) i ich potozenia (jednokolumnowa macierz po prawej stronie) sa powiazane

macierzg M :
—5w?  4w?

Zobaczmy, czy ta macierz pozostaje w jakiej$ specjalnej relacji wzgledem wektorow 12-23. Zachodzi:

—hw?  4w? 1 —w? (1
( 4w? —5w2><1>:<_w2>:_w <1>, (12-26)
—5w?  4w? 1 — 9?2 , 1
( 40? —5Hw? > ( -1 ) = ( 902 ) = —9w ( _1 ) . (12-27)

Wektory 12-23 sa wektorami wtasnymi macierzy M.
Co z tego wynika? Formutujac nasze réwnania ruchu (12-22) wybraliémy wektor polozen w postaci

( z ) , (12-28)

a wiec wektor, ktorego wspodtrzedne wyrazamy w ,normalnym”, kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych. Wer-

sory osi w tym uktadzie to
. 1 . 0
e = < 0 ) oraz ey = ( 1 ) (12-29)

Zauwazmy jednak, ze wektory 12-23 tez moga okresla¢ dwie prostopadte osie! (Ich iloczyn skalarny jest rowny
zeru.) Beda to osie — por. Rys.12.3 — uktadu, ktéry powstaje z ukladu zdefiniowanego wersorami 12-29 na
skutek obrotu o kat —45°. Aby wektory 12-23 byly wersorami nalezy je tylko odpowiednio znormalizowaé —
tak aby ich dtugos¢ wynosita 1:

oraz

R 1 1 . 1 1
8/1:\/§<1> oraz 6/2:\/§<_1> (12-30)

Jezeli ruch w uktadzie Ozy ( por. Rys.12.3) opisany jest para wspéhrzednych (z,y), to — jak wiemy z punktu
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Rysunek 12.3: Nowy uktad wspotrzednych — osie Oz i Oy zostaly obrécone (w kierunku ujemnym) o 45°.

1.2 — w ukladzie 0z'y’ ( por. rys. 12.3) nowe wspo6trzedne (2, y') maja postaé

¥ = wcos(—45°) + ysin(—45°) = —(z —y),
\% (12-31)
y = —wxsin(—45°) + ycos(—45°) = 7(1: +y).
Uktad 12-31 mozemy rozwiaza¢ ze wzgledu na x i y:
2
r = \g_(x' +),
3 (12-32)
y = 7(93 ~-)
i podstawi¢ do 12-22. Otrzymujemy
d*z’' 9
e —9w?a,
d2y/ )
gz = v Yy, (12-33)

w pelnej zgodzie z rownaniami 12-3 1 12-13. Sa to réwnania o wiele prostsze niz wyjsciowe réwnania 12-22.
Tam mamy do czynienia z uktadem réwnan, w ktérym obie zmienne wystepuja w obu rownaniach; tutaj do-
stalismy dwa zupelnie analogiczne réwnania, w ktorych wystepuje pojedyncza zmienna i ktére rozwiazujemy
blyskawicznie. A wszystko dlatego, ze wybralisSmy do opisu wtasciwy uktad wspotrzednych. Uktad, wywodza-
cy sie z wektorow wtasnych macierzy M, w ktoérej tkwi cata informacja o parametrach fizycznych sprezyn
(wspotezynniki sprezystosci) 1 mas (ich wielkosci).

12.3 Moment bezwladnosci ciala sztywnego

Kazdy obiekt fizyczny — ciato sztywne — to obiekt o skonczonych wymiarach. Okreslenie sztywne oznacza,
ze struktura ciata jest ,sztywna”, tzn. pod dziataniem sit ciato nie deformuje sie i odlegtosci pomiedzy
punktami ciata pozostaja state. Z kolei, wprowadzajac pojecie momentu pedu ciata, w ruchu obrotowym
wzgledem pewnej osi, L, pierwszym wzorem z jakim spotykamy sie to

L=rxp=7rxmv=mrxwv, (12-34)

gdzie v to predkos¢ punktu materialnego o masie m, a r jego odlegtos¢ od osi obrotu. Punkt materialny to
pewna abstrakcja; dla ciala sztywnego musimy powyzsza definicje zmodyfikowaé. Robimy to, traktujac ciato
jako zbiér (sume) n bardzo matych mas kwazi-punktowych m;, z ktérych kazda posiada pewna predkosé v;
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i znajduje sie w pewnej odlegtosci r; od osi obrotu. Jezeli cialo wykonuje ruch obrotowy wokot pewnej osi,
ktorej potozenie w przestrzeni jest state, to predkosé liniowa kazdego ,,punktu” 7

V; =w X 7Ty, (12_35)

gdzie w jest predkoscia katowa obrotu. (Wektor w lezy na osi obrotu, a jego zwrot zwigzany jest z kierunkiem
obrotu regutla $ruby prawej). W takim razie

n

L= zn:miri X v; = imi[ri X (wxr)] = Zmi[wrf —ri(w- 7)) (12-36)

i=1 i=1
(W wyprowadzeniu powyzszego wzoru wykorzystaliémy zwiazek
AX(BxC)=B(A-C)—-C(A-B), (12-37)

dla podwdjnego iloczynu wektorowego — por. punkt 4.4.) Wzér 12-36 warto rozpisaé¢ dla wspotrzednych z-,
y- i z-owej wektora L3:
L, = Zmi[wxr? — zi(w - 7y)]
i=1
Ly = > miwyri —yi(w - 7i)] (12-38)
i=1
L, = Zmi[wzrf — zi(w - 1))

i=1

(w = (wy, Wy, wy); i = (T4, Yi, 2).) Utworzmy teraz macierz o wymiarach 3 x 3,

B:m: Bzy Bmz
B=| B, B, B, (12-39)
Bzx Bzy Bzz

ktorej wyrazy to

=1

By, = Zm1[$z2+212]7
i=1

=1

§ (12-40)
Bazy = Bym = - Zmleyw

i=1
Byz = Bzy = - Zmiyizi,

i=1
B.e = By, = — Zmzzzxz

i=1

Tak zdefiniowana macierz B to macierz momentu bezwtadnosci (tensor momentu bezwladnoscit). Macierz
jest symetryczna, a elementy na przekatnej gtéwnej to rzeczywiscie warto$ci momentéw bezwtadnosci naszego
ciala, obliczanych wzgledem osi Oz (B,;), Oy (By,) i 0z (B..), tak zwane gldwne momenty bezwladnosci.
Rzeczywiscie, dla dowolnej osi obrotu definicja moment bezwladnosci bryty sztywnej to

B =Y md;, (12-41)
=1

3Wzory beda bardziej przejrzyste jezeli zamiast z;; i = 1,2,3 uzyjemy x, y i 2.
4Formalna definicja tensora pojawi sie¢ w nastepnym rozdziale
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gdzie d; to odlegtos¢ i-tej masy od osi obrotu. Dla — na przyktad — osi Ox
4 =y} + 7.

Wyrazy lezace poza przekatng gtéwna (3 symetryczne pary): By, By, i By, to tak zwane momenty dewiacji.
Podobnie jak i gtéwne momenty, momenty dewiacji opisuja rozktad masy w ciele.
Roéwnanie 12-38 w zapisie macierzowym to

By Bxy By Wy L
Byu By By || w |=| 1, | (12-42)
B.. Bzy B.. Wz L

Formalnie otrzymujemy réwnos$¢ wektora momentu pedu oraz wyniku dziatania macierzy momentu bezwtad-
nosci na wektor predkosci katowej. (Iloczyn macierzy n x n i jednokolumnowej macierzy o n wierszach to
takze macierz jednokolumnowa — wektor o n wspodlrzednych.) Stojaca z lewej strony iloczynu macierz B —
reprezentacja tensora momentu bezwladnosci jest operatorem w przestrzeni wektorowej; dziatajac na wektor
(element tej przestrzeni) tworzy z niego inny wektor. W ogdélnym przypadku, stary i nowy wektor sa ,zupel-
nie” rézne — tzn., roznig sie dhugosciami i kierunkami. Ale macierz B jest symetryczna, a wiec istnieje taki
uktad wspoétrzednych, uktad osi gtownych ciala sztywnego, w ktérym macierz 12-39 ma postaé diagonalna, a
skomplikowane nieco rownanie 12-42 przybiera postaé¢ znacznie prostsza

B,, 0 0 Wy L,
0 By, wy | =1 Ly |, (12-43)
0 0 B, W, L,
albo
L:c = Bzxwxa
Ly = Byyw,, (12-44)
L,=B,.w,.

W takim wtasnie, wyréznionym uktadzie wspétrzednych mamy

(moment pedu )sxiadowa wzdtuz osi &

= (moment bezwladnosci) wygledem osi &

X (perkOéé k@towa)skladowa wzdtuz osi k-

Dla cial wykazujacych symetrie ksztattu, osie gtéwne pokrywaja sie z osiami symetrii ciata. Latwo to zro-
zumie¢. Jezeli ciato jest symetryczne wzgledem, na przyktad, osi 0z, to znaczy ze ,po jednej i po drugiej
stronie” tej osi znajduje sie jednakowa ilos¢ takich samych quasi-punktowych mas. W wyrazeniu typu

n
Z mM;T;Y;
i=1

dodatnie i ujemne wspoétrzedne wektora x; i y; — odlegtosci od osi 0z — wystepuja wiec z taka sama ,,czestoscia”
(jest tyle samo x; wiekszych od zera, jak i mniejszych od zera) i taka sama waga (masa m;). Jezeli tak, to
powyzsze wyrazenie musi by¢ rowne zeru — zgodnie z 12-43.

Dla ciat o wysokim stopniu symetrii (kula, sze$cian) momenty bezwtadnosci liczone wzgledem trzech gtéwnych
osi sg takie same: B,, = By, = B,, = B. (Zapewne pamietasz wz6r na moment bezwtadnosci kuli, wzgledem
dowolnej osi, przechodzacej przez jej srodek:

2
B= gMR?,

gdzie M to masa kuli, a R —jej promien.) W takich przypadkach réwnanie 12-43 znakomicie sie upraszcza:

B 0 0 Wy L,
0 B O ||w |=|L | (12-45)
0 0 B wz LZ



albo — juz catkiem prosto —
L = Bw. (12-46)

Moment pedu jest proporcjonalny do predkosci katowej, a wspotezynnikiem tej proporcjonalnosci jest miara
bezwtadnosci ciata, bezwtadnosci ktorg musimy pokonaé¢ wprowadzajac ciato w ruch obrotowy.
Dopiero w takim prostym (najprostszym!) przypadku mozemy interpretowaé ten wzér jako analogiczny do
zwigzku z mechaniki ruchu postepowego

p = mu, (12-47)

ktérym analogon momentu pedu — ped p — jest przedstawiony jako iloczyn masy (miary bezwladnosci w
ruchu postepowym) i jej predkosci liniowej v. W przypadku ogdlnym obowiazuje réwnanie 12-42.

12.4 Przestrzenie funkcyjne i ich ortogonalne bazy

12.4.1 Uktady wspoéirzednych krzywoliniowych

Aby okresli¢ potozenie punktu w ,zwyktej”, tréjwymiarowej przestrzeni postugujemy sie zazwyczaj uktadem
trzech wzajemnie prostopadtych osi liczbowych, przecinajacych sie w jednym punkcie — poczatku uktadu.
Rzuty okreslonego punktu przestrzeni, P, na poszczegdlne osie — trzy liczby rzeczywiste zawarte w przedziale
(—00, +00) — stanowia wartosci wspotrzednych punktu (por. rozdziat czwarty). Zwykle liczby te oznaczamy
symbolami z,v, z, albo — tak jak tutaj — xq, xo, x3.

{L‘1:{L‘(1)

Rysunek 12.4: Punkt P(29, 29, 23) jako punkt przecigcia trzech prostopadtych plaszczyzn.

Wersory osi uktadu sa ortonormalne
C%Z".’IAJ]C — 51‘]97 Z,k‘: 1,2,3. (12—48)

Kazdy wersor & ; jest prostopadly do odpowiedniej rodziny powierzchni: x; = const;; i« = 1,2,3. Punkt

przestrzeni, P, o wspotrzednych (20, 29, 29) to punkt przeciecia trzech plaszczyzn o réwnaniach

— 0. — 0. _ .0
X1 = Ty T = Ty; X3 = Tg.
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(Por. Rys.12.4). Uktad kartezjanski jest uktadem trzech wspoétrzednych, ktérych charakter jest identyczny i
z ktoérych kazda wystepuje w opisie potozenia punktu P z identyczna ,waga”. W takim uktadzie pojawiaja
sie¢ w sposOb naturalny takie obszary jak lewy”, ,prawy”, ,dolny” i ,goérny”. Na ptaszczyznie wszystkie
cztery ¢wiartki uktadu osi kartezjanskich sa ,takie same”; w przestrzeni trojwymiarowej ,takie same” jest
osiem czesci, zawartych pomiedzy odpowiednimi potpltaszezyznami (Por. Rys.12.4). W niektérych sytuacjach
takie ,réwnouprawnienie” dwojki xq, xo, lub trojki xq, 9, x3 ktdci sie z oczywistymi symetriami wystepuja-
cymi w naszej przestrzeni albo po prostu jest mato praktyczne. Jezeli opisujemy np. pole wytworzone przez
dipol elektryczny, to z gbry wiemy, ze bedzie ono posiadato symetrie osiowa (osia symetrii jest o$ dipola)
i w takim razie do opisu pola powinny wystarczy¢ dwie wspdtrzedne. Zamiast dwojki (np.) xy, 2o bardzie;
logiczne beda jednak wspotrzedne r i § — odlegtosé od dipola i kat (mierzony wzgledem osi dipola), pod
ktorym widaé¢ punkt pola. Podobnie jezeli opisywane pole bedzie np. zalezalto tylko od odlegtosci punktu pola
od wytwarzajacego pole zrodia, to jedyng potrzebna do opisu wspotrzedng bedzie ta odlegltosé, a wowcezas
uktad wspotrzednych kartezjanskich jest ewidentnie malo praktyczny. Chyba, ze kto$ lubi wyrazenia typu:
\/ 22 + 2% + 3. Uktady wspdlrzednych krzywoliniowych stuzg wlasnie z jednej strony do uwypuklania, a z
drugiej — do wykorzystywania — pewnych ,naturalnych” symetrii, a wiec i naturalnych wspétrzednych,
pojawiajacych si¢ w opisie problemu. Kazdy z takich uktadow okresla potozenie dowolnego punktu w prze-
strzeni jako punktu przeciecia trzech powierzchni : q; = const;; 1 = 1,2,3. Powierzchnie te juz nie musza
(cho¢ moga) byé¢ ptaszczyznami. Podobnie powierzchnie (a doktadnie: ptaszczyzny styczne do powierzchni
w punkcie ich przecigcia) nie przynalezne do réznych rodzin nie musza by¢ wzajemnie prostopadte, jednak
zazwyczaj trzy rodziny : qi, ¢o, o tworza trojke wzajemnie ortogonalna. Wersory q 1, g 21 q 3 — prostopadte
do odpowiednich powierzchni ¢; — spetniaja wiec relacje analogiczna do (12-48)

q; -4y =0, 4, k=1223. (12-49)

Jakie ,ortogonalne” rodziny powierzchni spotykamy w przestrzeni 3-wymiarowej? Wtasciwie tylko dwie za-
shuguja na wymienienie w tym punkcie wyktadu: tzw. uktad wspétrzednych biegunowych sferycznych i uktad
wspotrzednych cylindrycznych.
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Rysunek 12.5: Uktady wspétrzednych: sferycznych (a) i cylindrycznych (b).

Uktad wspoétrzednych sferycznych biegunowych to uktad, w ktorym trzy ortogonalne rodziny powierzchni
stanowia:

1. ¢1 = r — koncentryczne (o srodku w punkcie 0) sfery o promieniu r
r =/ 2% + y? + 22 = constans (12-50)
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2. qu = 0 — stozki o wierzchotku w punkcie 0, dla ktorych o$ 0z jest osig symetrii; kat rozwarcia stozka

wynosi 20, przy czym
z
cos ) = = constans (12-51)

VTt 2

3. g3 = ¢ — pek poélptaszezyzn przechodzacych przez o$ 0z, tworzacych kat ¢ z ptaszczyzng Oxz;

tgp = Y _ constans (12-52)
x

Natomiast uktad wspoétrzednych cylindrycznych to uktad w ktérym trzy ortogonalne rodziny powierzchni
stanowia:

1. ¢ = p — cylindry (walce) o wspélnej osi symetrii 0z i o promieniu p:

p = /2% + y% = constans (12-53)

2. g2 = ¢ — polptaszezyzny przechodzace przez o$ 0z, tworzace kat ¢ z ptaszczyzna 0xz;

tgo = Y = constans (12-54)
T

3. q3 = z — plaszczyzny prostopadte do osi 0z

z = constans. (12-55)

12.4.2 Przestrzenie funkcyjne — pierwsze kroki

Jezeli przyjdzie nam poréwnywaé (znajdowaé podobienstwa, réznice) dwa wektory to ,wizualnie” mozemy
tego dokona¢ na plaszczyznie, ewentualnie w przestrzeni 3-wymiarowej. Dla wektorow w przestrzeni n- wy-
miarowej (n > 3) pozostaje mozliwosé poréwnywania wektorow przez analize ich ,wizytowek” — tzn. zbiorow
wspotrzednych kazdego z nich. Oczywiscie wspotrzedne te musza by¢ wyrazone wzgledem tej samej bazy w
przestrzeni wektorowej. Moéwiac obrazowo: baza przestrzeni wektorowej wprowadza pewien jezyk, w ktérym
opisujemy charakterystyki (wtasnosci) obiektéw tej przestrzeni.

W fizyce i technice mamy do czynienia z problemami, ktéry opis dokonuje sie w jezyku funkcji, czyli zaleznosci
pewnych wielkosci fizycznych (przesuniecie, predkosé, itp.) od innych zmiennych jak potozenie (wspdélrzed-
ne przestrzenne) , czas, itp. Dla ustalenia uwagi sprobujmy przesledzi¢ stosunkowo prosty problem fizyczny:
problem fal stojacych, powstajacych w strunie o dtugosci L, rozpietej wzdtuz osi Ox. Oba konce struny sg unie-
ruchomione. Strune pobudzamy do drgai odciagajac ja od poltozenia réwnowagi (wzdtuz osi 0z) i puszczajac,
ewentualnie uderzajac (szarpiac) strune, a wiec nadajac jej punktom pewne predkosci w chwili poczatkowej
(ewentualnie stosujac oba sposoby jednoczesnie). Propagacja drgan wzdtuz struny to fala. Rozchodzace sie
fale, po odbiciu od zamocowanych koncéw struny interferujg z kolejnymi falami ,,przychodzacymi” — w efekcie
powstaje fala stojaca. Musi to by¢ fala, dla ktérej konce struny sa weztami, a wiec predko$¢ wychylen (drgan
poprzecznych ) musi tam by¢ réwna zeru. Innymi stowy moga by¢ generowane fale o takiej dtugosci, ze na
catej dtugosci struny moze sie utozy¢ catkowita wielokrotnos¢ potowek dtugosci fali. Na przyktad L = %/\1
(Rys.12.6), albo L = 2%)\2 (Rys.12.7), albo — piata z rzedu — L = 5%)\5 (Rys.12.8). Z elementarnej akustyki

0 L

Rysunek 12.6: Najwieksza dlugosé¢ fali stojacej powstajacej w strunie o dtugosci L.
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Rysunek 12.7: Druga najwieksza dtugosc¢ fali stojacej powstajacej w strunie o dtugosci L.

y =20y
1L

VARV,

Rysunek 12.8: Pigta najwieksza dtugosc¢ fali stojacej powstajacej w strunie o dtugosci L.

wiemy, ze czestos¢ drgan struny v, predko$é rozchodzenia sie fali ¢ i dlugosé fali A powigzane sg zaleznoscia:

predkosé¢ = czestodé¢ x dlugosé fali, albo

v

v=vx\ czyli v= 3 (12-56)

Przypadek z Rys.12.6 odpowiada wiec generowaniu sie w strunie o czestosci

v v
V= —=—;
A
przypadek z Rys.12.7 — czestosci
v
= — = — = 2
V2 )\2 1,
a przypadek z Rys.12.8 — czestosci
v 5% 5
vs = — = — = 5.
T 2L

Zbior wszystkich mozliwych czestosci jest zbiorem nieskoniczonym (przeliczalnym); ton (dZwigk) struny to
mieszanina tych czestosci: podstawowej (1) i tzw. wyzszych harmonicznych (v, vs, .. .).

Rozwazmy przypadek drgan, ktére powstaja tylko na skutek ,odciggniecia” struny w chwili poczatkowe]
(t = 0) od jej polozenia réwnowagi. Np. strune odciagamy, nadajac jej ksztalt tréjkata (Rys.12.9) przy
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0 X, L

Rysunek 12.9: Pobudzenie struny do drgan poprzez odciagniecie jej do ksztattu tréjkatnego.

czym punkty struny nie maja zadnych predkosci poczatkowych w chwili ¢ = 0. Mozna stosunkowo tatwo
wykaza¢ (w momencie kiedy poznamy juz réwnania opisujace rozchodzenia si¢ fal i bardzo podstawowe
metody rozwiazywania tych réwnan), ze wychylenie poprzeczne (prostopadte do osi Ox) punktéw struny to
funkcja czasu t i potozenia punktu z — ¢ (x,t) —

> t
Y(x,t) =Y Cp,sin ? Ccos n7lr;v : (12-57)
n=1

Nieskoniczona suma to odbicie nieskoniczonosci zbioru mozliwych czestosci drgan; wspétezynniki (nieznane!)
C,, okredlaja wktad tych czestosci®. Zauwaz, ze kazdy wyraz sumy zeruje si¢ dla x = 01z = L (por. tez
podrozdziat 11). Jak wyznaczy¢ (znalezé¢) nieznane C,,7 Ot6z funkcje z Rys.12.9 mozemy okresli¢ jako

hi 0<z <
Zo
Yz, t=0)= flz)= (12-58)
L—=x
h ro<Tr <L
L — i
Z drugiej strony, podstawiajac do 12-57 warto$¢ ¢ = 0 mamy
U(z,0)=> C, Sianx = f(x). (12-59)
n=1
Wzory 12-58 i 12-59 reprezentuja te samg funkcje! Czyli
hi 0<z<x
€T [e.e]
fa)=1{ "' =3 Cpsin 2 (12-60)
L—x =t L
h To<x < L. "
L — i

Taki zapis nasuwa nam nieodparte skojarzenie z zapisem wektora — obiektu n-wymiarowej przestrzeni wek-
torowej IR" w postaci

V=Y VE, (12:61)
i=1
gdzie wielkosci V; to wspétrzedne V' w bazie {éz} Jezeli tak to w nieskonczonym zbiorze funkeji

simn——-; n=12 ... 12-62
i (1262
powinnismy dopatrywac sie bazy przestrzeni wektorowej o nieskonczonym wymiarze — bazy przestrzeni funk-
cyjnej. Poprawna definicja przestrzeni funkcyjnych jest oczywiscie nieco obszerniejsza, ale dla naszych potrzeb
wystarczy to — intuicyjne — rozszerzenie wymiaru do nieskonczonosci i — patrz nizej — wprowadzenie definicji
iloczynu skalarnego. Obiektami przestrzeni funkcyjnej sa funkcje — takie jak nasza f(x).

5Problem struny oméwiony szczegdlowo znajdziesz w trzecim rozdziale [MMF 111 I11].
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Intuicja i tym razem nas nie zawodzi. Tak naprawde to funkcje 12-62 stanowia potowe bazy; gdybysmy
dopuscili generacje drgan poprzez przekazywanie punktom struny pewnych predkosci w chwili ¢ = 0 to
musieliby$my wprowadzi¢ jeszcze funkcje

cos$; n=01,2,.... (12-63)

Dopiero zespot funkeji 12-62 1 12-63 to petna (zupetna) baza. Co wiecej jest to baza ortogonalna. W przestrzeni
funkcyjnej aby mowic¢ o ortogonalno$ci musimy okresli¢ definicje iloczynu skalarnego dwoch funkeji. Nie trudno
chyba przyjaé, ze skutek rozszerzenia wymiaru przestrzeni do nieskonczonosci to zamiana sumy (w iloczynie
skalarnym dwéch wektor6w — obiektéw przestrzeni wektorowej) catka dwoch funkeji — obiektéw przestrzeni
wektorowej:

/0 " H(@)g(x)de, (12-64)

przy czym catkujemy po pelnym zakresie zmiennej x, z ktérym mamy do czynienia w naszym problemie.
Jezeli umiesz — choé¢ troche — catkowaé to mozesz sprawdzic

L
/0 sin m;m: sin ?dx — Subm (12-65)
L

/0 coS m;rx cos?dx = S.0nms (12-66)

gdzie stata S, jest réwna L/2 (niezaleznie od wartosci n).
Tak wiec ortonormalng baze w przestrzeni funkcyjnej, dla 0 < x << L beda tworzy¢ funkcje

2 . nnx 2 nwx 1
\/;SHlL’ n=12...; \/;COSL’ n=1,2...; oraz I (12-67)

(Ostatnia funkcja to odpowiednio unormowany kosinus dla n = 0.) Jezeli zamiast przedziatu [0, L] przyjac,
bardziej kojarzacy sie z funkcjami trygonometrycznymi, przedziat [0, 27], lub [—7, 47| to odpowiednikiem

12-67 beda funkcje
1 . 1 1
—sinnx; n=1,2,...; —cosnx; n=1,2,...; oraz|/—. (12-68)
m s 2m

Powyzsza baze nazywamy tradycyjnie ,baza fourierowska”, a szeregi typu 12-60 to szeregi Fouriera (funkcji
f(z)). Na wyktadzie z fizyki spotkasz sie niebawem z innymi ,bazami przestrzeni funkcyjnych”. Te inne ba-
zy to rodziny ortogonalnych wielomianéw. Jest tych rodzin kilka — co mozna wyttumaczy¢ prosto réznymi
potrzebami, jakie stawia przed nami wybor takiego a nie innego uktadu wspétrzednych do opisu formalnego
zjawisk. W poprzednim podpunkcie powiedzielismy, ze w ,zwyktej”, 3-wymiarowej przestrzeni mozemy po-
stugiwaé sie uktadem wspotrzednych kartezjanskich (z,y, z), wspéhrzednych biegunowych sferycznych (r, 6, ¢)
i cylindrycznych (p, ¢, z). Wymienione wspélrzedne to zmienne, ktérym odpowiadaja rézne przedzialy zmien-
nosci — a z kolei takim przedziatlom beda odpowiadaty rézne ortogonalne bazy. Sytuacje ilustruje tabelka:

Uktad Wspéltrzedna | Przedziat | Ortogonalna baza
zmiennosci

Kartezjanski z(y, 2) (—00, +00) | Wielomiany Hermite’a

Sferyczny r [0, +00) Wielomiany Laguerre’a

Sferyczny cosf [—1,+1] Wielomiany Legendre’a

Sferyczny o 0, 27] sin nx, cos nx

(lub cylindryczny)

Tabela 12.1: Rézne zmienne, ich zakresy oraz ortogonalne bazy.

Nasuwa sie oczywiscie nasze zwykle pytanie: po co to wszystko? Dlaczego mamy zadawac¢ sobie tyle trudu i
proste funkcje 12-58 przeksztatcaé¢ do niewatpliwie bardziej skomplikowanych postaci — 12-607 A w dodatku
— jak wyznaczy¢ wystepujace w tej ostatniej wspotezynniki C),7 Odpowiedz na to drugie pytanie jest prosta:

132



C, wyznaczamy tak samo jak wyznaczamy wspotrzedne V; wektora V' w bazie {él} Te ostatnie to nic innego
jak rzuty wektora V' na poszczegdlne wersory bazy, a wiec iloczyny skalarne:

V= (& V). (12-69)

Podobnie wspo6tezynniki C,, to ,rzuty ” funkcji f(x) na ortonormalne funkcje bazowe:

2 | nrx L N
C, = <\/;sm L,f(x)) :/0 f(z)sin Tf(:v)dx. (12-70)

Jezeli jestes juz bieglty w rachunku catkowym to mozesz sprawdzié, ze

L L I —
c, — / ht +/ sin TR LT g
o X o L L — X
2hL? nrry 1
= 1 —. 12-71
m2xo(L — x9) ST n? ( )

Powyzszy wzor jest do$é ciekawy. Na przyktad, warto w nim zauwazy¢, ze dla n bedacego catkowita wielok-
rotnoscig n*, okreslonego z warunku
n*xO = LNpin

gdzie Ny, jest liczba catkowita (najmniejsza z mozliwych), wspélezynniki 12-71) sa réwne zeru. Odpowiada
to znikaniu z szeregu Fouriera sktadowych harmonicznych — podstawowej i wyzszych — dla ktérych punkt
xg jest wezltem fali stojacej. Moze sprobujesz sie zastanowié, czy powyzszy warunek musi by¢ zawsze (tzn.
predzej czy pdzniej) spelniony.

No dobrze, ale po co oblicza¢ C,? Po to, ze C,, obliczone dla rozwiniecia funkcji f(z), reprezentujacej po-
czgtkowy ksztalt struny (dla t = 0), to te same C,,, ktore wystepuja w okresleniu funkcji ¢ (x, t), stanowiacej
pelny opis drgan w dowolnej chwili ¢. Formalne rozwiazanie dla funkcji ¢ (x,t) — wzér 12-57 — zawiera w
sobie wspétezynniki C),, ktérych wyznaczenie sprowadza sie do rozltozenia funkcji f(x), pewnej informacji
poczgtkowej w dyskutowanym problemie drgan, w ortonormalnej bazie 12-67. Gdyby poczatkowe potozenie
punktow struny byto inne, na przyklad zamiast tréjkata mielibysmy parabole (por. Rys.12.10):

0 L

Rysunek 12.10: Pobudzenie struny do drgan poprzez odciagniecie jej do ksztattu parabolicznego.

1
fiw) = 0ot = 0) = (L ), (1272
to wzoér 12-57 pozostaje stuszny, ale wspotezynniki C), nalezy w nim zastapi¢ nowymi wspoétezynnikami C7,
ktére otrzymamy rozktadajac funkcje fi(x) w bazie 12-67:

nnx

: (12-73)

[e.e]
fi=> C)sin

n=1
Mozemy mie¢ nieskonczenie wiele réznych ,sytuacji poczatkowych”, ktore prowadza do réznych typow drgan
struny. Wszystkie te drgania opisane sa jednym i tym samym réwnaniem 12-57, a raczej nieco ogdlniejszym

> t t
Y(x,t) =) sin ? {C’n Ccos % + D, sin m;v : (12-74)

n=1
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w ktérym wspoétezynniki D, beda rézne od zera, jezeli w chwili ¢ = 0 poszczegdlne punkty struny uzyskaty
pewne predkosci poczatkowe. Wyznaczymy je w sposéb analogiczny do tego jaki stuzyt do wyznaczenie C,,.
Funkcje reprezentujaca rozktad poczatkowych predkosci roztozymy w szereg analogiczny do szeregdéw 12-60 i
12-73.

Zastosowanie bazy w przestrzeni funkcyjnej to znowu wprowadzenie pewnego jezyka formalnego, ktéry ma
shuzy¢ do kodowania catej informacji o rozwiazywanym problemie. Zauwazmy, ze ksztalt poczatkowy w
postaci trojkata to co$ zdecydowanie réznego od paraboli; w momencie ,przetozenia” obu ksztattow na
szereg sinusOw oba ksztalty staja si¢ do siebie podobne — przynajmniej ze wzgledu na swoja strukture. Taki
zabieg translatorski — przelozenie calej informacji na jezyk pewnej bazy gwarantuje spojnosé i klarownosé
opisu catego problemu.
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Rozdzial 13

Wstep do rachunku tensorowego

13.1 Wprowadzenie

W drugim rozdziale, méwigc o wtasnosci liniowosci podkreslilismy oczywiste proporcjonalnosci, zachodzace
pomiedzy skutkami wywolywanymi przez proporcjonalne przyczyny. Takie proporcjonalnosci znajdujemy w
wiekszodci wzoréw fizycznych!. Sita F' dzialajaca na umieszczony w danym punkcie pola elektrycznego E
tadunek ¢ jest proporcjonalna do wielkosci tadunku (proporcjonalno$é: wektor-skalar) jak i do natezenia pola
elektrycznego w tym punkcie (proporcjonalno$é wektor-wektor):

F =qF.

W przypadku proporcjonalnosci wektora do skalara rozumiemy, ze zwiekszenie (zmniejszenie) wartosci skalara
powoduje odpowiedni przyrost (malenie) dtugosci wektora; proporcjonalnosé wektor-wektor implikuje — w
tym przypadku — wspotliniowosé obu wektorow F'i E. Mozemy mie¢ sytuacje nieco bardziej skomplikowane.
Sita Lorentza F'; = qu x B, z jaka pole B oddzialtywuje na poruszajacy sie w nim, z predkoscia v, tadunek
elektryczny g jest proporcjonalna do dwoch wektorow, ale w sposob bardziej ztozony: dtugosé wektora F'y, jest
proporcjonalna zaréwno do dtugosci wektora v jak i B, ale zalezy tez od kata pomiedzy oboma wektorami.
W dodatku kierunek tej sity nie jest kierunkiem zadnego z dwéch wektorow, cho¢ jest on przez kierunki v i
B jednoznacznie wyznaczony (prostopadly do ptaszczyzny napietej przez oba wektory).

Opisane powyze]j proporcjonalnosci to jeszcze nie wszystko. Fizyka zna sytuacje, w ktorych zaleznosé: skutek-
przyczyna ma charakter bardziej ztozony. W wigkszosci przypadkéw mamy z nimi do czynienia w fizyce
osrodkéw cigglych i fizyce ciata statego, a konkretnie — takich ciat statych, ktére wykazujg wtasnosé anizotro-
powosci, to znaczy, w ktorych skala efektu zalezy nie tylko od intensywnosci przytozonego bodzca, ale rowniez
od kierunku w ktérym ten efekt jest obserwowany. Wyobrazmy sobie dielektryk, wprowadzony do zewnetrz-
nego pola elektrycznego E. Na skutek uporzadkowania (ewentualnie: wytworzenia i uporzadkowania) dipoli
dielektryka przez pole E, w dielektryku powstaje wektor polaryzacji elektrycznej P, ktory w zdecydowanej
wiekszosci materialow jest proporcjonalny do pola elektrycznego:

P = yE, (13-1)

gdzie x to tzw. polaryzowalno$¢ elektryczna. Oba wektory maja wspolny kierunek i zwrot, a stata materialowa
x mowi tylko o ,skutecznosci” uporzadkowania dipoli.

Istniejg jednak materiaty dielektryczne, ktore zachowuja sie inaczej. Krysztalt dielektryka, wprowadzony do
zewnetrznego pola moze porzadkowacé swoje dipole elektryczne w sposob wynikajacy z jego wewnetrznej
struktury; w efekcie moze sie zdarzy¢, ze wektor polaryzacji nie jest proporcjonalny w zwyklym sensie do
wektora E. Wektor P przyjmuje kierunek rézny od kierunku pola E. Zwiekszenie, na przyktad dwukrotne,
zewnetrznego pola (E) powoduje dwukrotne zwigkszenie wektora P (jego dlugo$¢é wzrasta dwukrotnie),
ale kierunki obu pél sa rézne! W ogélnosci zamiast wektorowego réwnania 13-1, ktére rozpisane dla trzech
kierunkéw (x = 1,y = x9, 2 = 23) to

P = xE;
Py = xE, , (13-2)
P3 = x L3

'Dziekuje prof. Andrzejowi Maksymowiczowi za interesujace dyskusje, ktére podsunely mi pomyst takiego wprowadzenia w
temat tensoréw.
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bedziemy mieli — znacznie bardziej skomplikowane —

Py = xukEq + x128s + x13Es,
Py = xo1E1 + X22b + X23Es, (13-3)
Py = x31E1 + X328 + x33E53.

Fizycznie oznacza to, ze natezenie wektora polaryzacji w kierunku osi Ox (P7) zalezy nie tylko od z-owej
sktadowej natezenia pola elektrycznego (E1), ale réwniez od sktadowych tego pola w kierunku osi 0y i 0z (Eo
i E3). Matematycznie — zastapienie jednej statej materiatowej, polaryzowalnosci y, dziewiecioma liczbami
Xik 0znacza, ze charakter tej statej jest juz inny. Nie jest juz ona skalarem, ale tensorem drugiego rzedu.

13.2 Kowariantnos¢ 1 kontrawariantnosé

Zanim wprowadzimy formalng definicje tensora przypomnijmy sobie jak wyrazajg sie wspotrzedne wektora
przy przejsciu od jednej bazy przestrzeni wektorowej IR" (wektory: eq, ..., e,) do innej (wektory: €’y,...,€",),
a takze prawa transformacji samych wektoréw bazy. Wprowadzimy tez znaczng modyfikacje zapisu. Po pierw-
sze, ,nowa’ (,primowana’) baze bedziemy oznaczali poprzez znaki ,prim” wumieszczone bezposrednio przy
wskaznikach wielkosci wektorowych. Po drugie rezygnujemy z pogrubionego druku dla wyrazania wektoréw
bazowych. Po trzecie: aby podkresli¢ réznice pomiedzy wspotrzednymi wektora i wektorami bazowymi be-
dziemy uzywali wskaznikéw usytuowanych badz to u goéry (wspétrzedne wektora), badz to u dotu (wektory
bazowe). Po czwarte, wprowadzamy szalenie praktyczna konwencje sumacyjng® pomijania znaku sumy, w
sytuacjach kiedy sumowanie jest ewidentne. Patrzac wstecz, bez trudu zauwazymy, ze w przypadku wyrazen
stojacych pod znakiem sumy, sumowanie zawsze wigzato sie z koniecznoscia powtérzenia wskaznika. Dlatego
powtarzajgcy sie wskainik traktujemy od tej chwili zawsze jako wskaznik wzgledem ktorego przeprowadzana
jest operacja sumowania po wszystkich mozliwych wartosciach. Zapis wektora @ przyjmuje postac:

n n
xr = Z T,€; — inei = 2'e;, (13-4)
i=1 i=1
oraz
n n , ,
T = Zxée'i — Zazl ey =" ey. (13-5)
i=1 i=1

Konwencja sumowania, potaczona z dwoma typami wskaznikéw: gérnym i dolnym czyni wzory bardziej przej-
rzystymi; sumujemy po wskazniku, ktory zajmuje gérne i dolne potozenie. I tak, wzory okreslajace transfor-
macje wektor6w bazowych (por. punkt 9.7)przyjmuja postaé:

ey = A%/el + A%/eg + ...+ A?/en,
€yr = Aé,el + A%fez +...+ Agren, (13-6)

e = Aler + A%e0 + ...+ Aley,

albo w skrocie .
er =y Ale; = Ale,. (13-7)
i=1
Wspotezynniki A% to elementy macierzy przejécia; przejscie nastepuje od ukladu rozpietego przez wersory
e; do uktadu rozpietego przez wersory e;, czyli ,kierunek przejscia” w odniesieniu do pary wskaznikoéw i
(wskaznik gérny — kolumny) oraz ¢ (wskaznik gérny — wiersza) to ,z gory na dot”: AY, = A!, |. Poniewaz
wektory bazowe e; tworzg uktad wektoréw liniowo niezaleznych, macierz przejscia:

AL A2 A
All A2l “ .. n/

A=| "7 77 ’ (13-8)
AL A2 oan

2Zwana czasami — w spos6b niezbyt uzasadniony — konwencja Einsteina.
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jest macierzg nieosobliwg i istnieje macierz odwrotna

AV A7 oAy
A A7 oAy

At=| 72 77 ’ (13-9)
AV A7 oA

Macierz A ! to macierz przejécia od uktadu primowanego do nie-primowanego A? = A? |; wzory analogiczne
do 13-6 i 13-7 to

e1=Aley + AVey 4+ ...+ AV ey,
€y = Agel/ + A%Iey + ...+ Ag/en/, (13-10)

en=AVey + A2ey + ...+ AVey
albo w skrécie .
e =Y Aley = Aley. (13-11)

i=1

Iloczyn macierzy A i A ' to macierz jednostkowa:

AAT =T = A'A, (13-12)
albo, explicite
AlAL = 57 (13-14)

Zauwazmy, ze para wskaznikow delty Kroneckera zajmuje teraz gérne i dolne potozenie; wyjasnimy to blizej
w nastepnym podrozdziale. Wzér 13-13 mozna otrzymaé tez, podstawiajac z 13-7 do 13-11 za e;:

e;i=Aley = AV Ale; = AL Ale; = §le; = e;. (13-15)
Prawa transformacji wspoétrzednych wektora & — elementu IR":

/

x=ex' = ey’ (13-16)
otrzymujemy podstawiajac, na przyktad z 13-11 za wersory e; do powyzszego wzoru:
x=xle; =1'Aley. (13-17)

Stad . o
o = AV (13-18)
albo explicite

’ / ’ /
ot = Al + AL+ . Al

n

a¥ = AVx' + AFa? . AZ o, (13-19)
oV = AVt 4 A2 LAY
Transformacje odwrotne otrzymujemy podstawiajac z 13-5 za wersory e, do 13-16:
x =z Ale;, (13-20)
a wiec . o
zt = Alat, (13-21)
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albo explicite
ot = AlaY + Aba? + . AL,

’ ’ ’
x2 = A%/le + A%/xQ + e Ai/l‘n 5

(13-22)

/ / 7
" = At + AL + . AT

Przygladajac si¢ macierzy, ktora przeksztalca wspotrzedne wektora @ w uktadzie > we wspotrzedne uktadu
¥’ (réwnanie 13-18) widzimy, ze macierz ta to

AV AV LAY
A

Adla wspolrzednych = . . : (13-23)
A,'l,Ll Ag/ An/

Macierz ta, to transponowana macierz odwrotna (do macierzy przejécia) — por. wzor 13-9. Wynik ten uzy-
skaliémy jeszcze w rozdziale dziewiatym — por. wzér 9-38. Wystepujace w nim wspolrzedne wektora 27 maja
postaé¢ wektora jednowierszowego. Checac przeksztatcié wzér 9-38 do ,zwyktej” postaci (wspétrzedne uporzad-
kowane w jednej kolumnie) musimy poddaé transpozycji obie strony réwnania, pamietajac ze transpozycja z
iloczynu macierzy jest rowna iloczynowi transpozycji poszczegdlnych czynnikow, ale w porzadku odwrotnym.
Wzory

€y = Az, €; (13-24)

o = Al (13-25)

to fundament rachunku wektorowego. Wystepujaca w 13-24 macierz wspolezynnikow A = (A%) (macierz
przejécia ¥ — Y') zawiera w sobie cala informacje — jej macierz odwrotna (macierz przejscia ¥/ — X)
poddana transpozycji to macierz Awspélrzgdnych — por. 13-23.

Wprowadzamy w tym miejscu definicje:

Definicja 13.1 Wektorem kowariantnym nazywamy wektor, ktorego prawa transformacji przy przejsciu ¥ —
Y dane sq réownaniem 13-2/; prawa transformacji wektora kontrawariantnego okresla 13-25.

Okreslenia ko- i kontra-wariantny to ,wspotzmienny” i ,przeciwzmienny”. Wektory bazowe e; sg kowariantne
— przy zmianie uktadu przeksztatcaja sie w ,nowe”; wektory bazowe zmieniaja sie wraz z uktadem. Wektor
kontrawariantny natomiast to wektor, ktéry pozostaje zawsze ,na swoim miejscu” w przestrzeni wektorowe;j
i nie uczestniczy w zadnych zmianach.

Jezeli macierz odwrotna do macierzy A jest macierzg transponowana: A ' = AT to macierz A

(A _1)T = (.AT)T = A jest tq samqg macierzq przejscia. Transformacje ortogonalne majg te sympatyczng
wlasnosé, ze i wersory osi i wspotrzedne wektorow transformuja sie podlegajgc dziataniu jednej i tej samej
macierzy.

wspotrz. —

13.2.1 Forma liniowa

Whprowadzona w rozdziale széstym (por. punkt 6.1.1) forma linowa to liniowy operator przyporzadkowujacy
kazdemu wektorowi & pewng wartos¢ liczbowg

f(x) = f(z'e;) = ... linlowosé ... = 2" f(e;) = 2'a;. (13-26)

Wspolezynniki formy a; = f(e;) zaleza od wyboru bazy. Ich prawo transformacyjne uzyskujemy zapisujac
forme w ukladzie ¥':

’ ’

f(x) = f(a"ey) = 2° f(ey) = ¥ ay. (13-27)
Ale
fler) = f(Aper) = Ay fles) = Aja, (13-28)
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albo krétko '
Q;r = AZ—;CLZ’. (13—29)

Wspélezynniki formy transformuja sie jak wektor kowariantny.
Warto w tym miejscu uzmystowi¢ sobie, ze forma liniowa w IR" moze reprezentowaé sobg pewna hiperpo-
wierzchnie tej przestrzeni. Na przyktad réwnanie

a;r’ =1 (13-30)
to — w przypadku tréjwymiarowej przestrzeni (r; = z, x5 = y, 3 = z) réwnanie plaszczyzny
a1x + asy + azz = 1.

Podstawiajac za z* z 13-21 do 13-30 i uwzgledniajac 13-29 mamy

/ -/

=apz’ =1 (13-31)

a;x' = a;Ajx"

— réwnanie hiperpowierzchni pozostaje niezmiennikiem transformacji > — Y’. Nie jest to niespodzianka —
forma liniowa w dowolnym uktadzie przyporzadkowuje wektorowi pewna liczbe (skalar), ktérej wartosé nie
moze zaleze¢ od uktadu odniesienia.

13.2.2 Gradient jako wektor kowariantny

Gradientem?® pola skalarnego ¢ — pozostarimy dla ustalenia uwagi w przestrzeni tréjwymiarowej — nazywamy
funkcje pola ¢ = ¢(z,, 2) = ¢(x1, 22, 23).

9¢ 9¢ 99

Vo =e101 + exps + ezp3 = ey gyl + es 2 + es EE (13-32)
Zmiana uktadu odniesienia powoduje transformacje wspotrzednych gradientu
0o 0¢ Ozt oz’
i = - = - - = —— ;. 13-33
¢ ox’ Ox* Ozt ox’ ¢ ( )
Korzystajac z 13-21 mamy
oz’ ,
— = A} 13-34
= (1331
i konsekwentnie 4
Py = Ay (13-35)

tak wiec wspotrzedne gradientu transformuja sie jak wektor kowariantny.

Wzér 13-34 wiaze wspolezynniki macierzy A z pochodnymi (czastkowymi) starych (uktad ) wspéhrzednych
wzgledem nowych (uktad ¥'). Zauwazmy, ze wskazniki wspotezynnikéw Al (gérny i dolny) to odpowiednio
wskazniki z-a z licznika i mianownika pochodnej. Analogiczny wzér dla wektora kontrawariantnego uzysku-

jemy rozniczkujac wzér 13-25 wzgledem ;4

5$il it
= A (13-36)

W przypadku kiedy oba uktady odniesienia: ¥ i ¥/ sa ukltadami kartezjariskimi obie pochodne czagstkowe —
wystepujace w 13-34 i 13-36 sa rowne

ozt ox’
- = —— = / ! = / ! 13-
B P cos /(0z',0z) = cos £(0z, 0x") (13-37)

(poréwnaj dyskusje w podrozdziale 4.5). Jest to jeszcze jedno sformutowanie wlasnosci ortogonalnosci trans-
formacji. W przypadku takiej transformacji (obrét uktadu) zacieraja sie r6znice miedzy prawami transformacji
wektoréw ko- i kontra-wariantnych.

3Wkraczamy w obszar analizy wektorowej (tensorowej). Krétka wzmianka — punkt 13.7.
4We wzorze 13-25 wskaznik i jest wskaznikiem sumacyjnym i jako taki przybiera wszystkie (trzy) wartosci. Rézniczkujemy
wzgledem x;, przy ustalonym i — z sumy trzech sktadnikéw w 13-25 tylko jeden bedzie rézny od zera.
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13.3 Tensory — podstawowe definicje

Zmane przez nas doskonale wielkosci skalarne to tensory zerowego rzedu; podobnie jak wektory (ko- i kontra-
wariantne) sa odpowiednimi tensorami pierwszego rzedu. Klucz do definicji to prawa transformacji przy
przejsciu od uktadu X do ¥': skalary nie doznajg zadnych zmian, prawa transformacji tensoréw pierwszego
rzedu okreslaja wzory 13-24 i 13-25. Konsekwentnie, tensory drugiego rzedu: kontrawariantne, mieszane lub
kowariantne to wielkosci podlegajace prawom transformacji

Y axi/ al‘] .. gl
T = _ T = AV AT TY
%xz‘l %‘rjj 1 °7] )
v Ry g 13-38
Ui = ga Ui = ATALU; (13-38)
oz 0x? i ad
Wor = G gur V= 4y W

Tensor T% jest kontrawariantny wzgledem obu wskaznikéw; W;; — kowariantny, a tensor U J’ podlega kontra-
wariantnym regutom transformacji dla gérnego wskaznika, a kowariantnym — dla dolnego. Podkreslmy raz
jeszcze, ze wszystkie te réznice znikaja w przypadku gdy w naszej ,zwyklej” tréjwymiarowej przestrzeni
stosujemy uktady wspotrzednych kartezjanskich.

Prawa transformacji — réwnania 13-38 — ulegaja naturalnemu rozszerzeniu na przypadek tensoréw wyzszych
rzedow. Generalnie: tensor rzedu ¢ to wielko$é, w ktérej okresleniu (zapisie) wystepuje ¢ wskaznikow, w
dowolnej kombinacji ko- i kontra-wariantnej; wzor transformacyjny typu 13-38 zawiera natomiast ¢ czynnikéw
typu A% lub Aﬁ’. W przestrzeni 3-wymiarowej tensor rzedu q reprezentuje 39 liczb; w przestrzeni n-wymiarowej
liczba sktadowych tensora to n?. Dalsza dyskusje tensoréw prowadzi¢ bedziemy jednak ,pragmatycznie”
ograniczajac sie do przestrzeni o trzech (ewentualnie dwdch) wymiarach.

Zilustrowana fizycznym przyktadem idea tensora drugiego rzedu mogtaby powodowaé falszywe wrazenie, ze w
zasadzie tensorem drugiego rzedu bedzie kazde 9 wielkosci, uporzadkowanych w macierz 3 x 3; dziatanie takiej
macierzy na wektor (mnozenie) daje nam inny (w sensie innej dtugosci i kierunku) wektor — por. punkt 7.1.7.
Tak jednak nie jest — aby dziewie¢ wielko$ci mogto tworzy¢ tensor muszg one podlegaé prawom transformacji
jak w 13-38. I tak, dwu-wymiarowy kandydat na tensor drugiego rzedu, macierz

T = ( Y nd ) (13-39)

x Y

(w ukladzie ¥) i

_ :c’y’ _y/2
/

T = < $/2 x’y’ ) (13_40)
w obroconym o kat 6 uktadzie 3 bedzie tensorem, jezeli wszystkie cztery primowane wspoétrzedne powigzane
sg z nieprimowanymi wzorami jak w 13-38. Na przyktad

11 ? axll axll - ’ I
T = gty L OO i AV AV
Y oxrt O0xI v

Wspétezynniki Al 1 AL to odpowiednio cos @ i sinf (por. punkt 4.5); do sprawdzenie pozostaje wiec
—(zcosf + ysinf)(—xsinb + y cos )
7
= cos?0T™ + cosOsin T + sin 6 cos 0 T? + sin? § T*

= —aycos’d —y?cosfsinf + 2% sinf cos § + xysin® 6.

Powyzsza tozsamosé weryfikuje — dla T!'! — prawo transformacji; okazuje sic (warto sprawdzi¢), ze weryfikacja
wypada pozytywnie i dla trzech pozostatych sktadowych tensora. Macierz 13-39 reprezentuje rzeczywiscie
tensor drugiego rzedu.

Tego typu weryfikacje wtasnosci transformacyjnych dla ,kandydatéw na tensory” mozna przeprowadzié i
w sposOb bardziej ogdlny. Na przyktad, nasza delta Kroneckera — d;; okazuje sie by¢ tensorem mieszanym
drugiego rzedu — 6F. Jezeli tak, to prawo transformacji bedzie miato postaé

U

ox" oz
oxk 9xi

-/ 7 i
5 = ApALof = (13-41)
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Przeksztatcajac prawa strone mamy (z definicji delty Kroneckera)

ox' Oxt ozt 0" ox’
oxk oz oxk Ox’ ( i) oxJ’
Ostatnie wyrazenie to oczywiscie 1 dla i’ = j' i zero w innym przypadku; delta Kroneckera 6F jest wiec
rzeczywiscie tensorem mieszanym drugiego rzedu. W dodatku, elementy macierzy tego tensora sg identyczne
we wszystkich (obréconych wzgledem siebie) uktadach wspéhrzednych. Dlatego delte Kroneckera nazywa sie

tensorem izotropowym drugiego rzedu.

U

13.4 Podstawowe operacje: dodawanie, mnozenie, kontrakcja

Jest chyba oczywiste, ze dodawa¢ do siebie mozemy tylko tensory tego samego rzedu i typu. Wynik takie;
operacji pozostaje tensorem. Podobnie przemnozenie tensora przez liczbe (skalar) nie zmienia charakteru
wielkosci tensorowej.

Mnozenie dwoch tensorow przez siebie daje tensor, ktérego rzad jest rowny sumie rzedéw mnozonych tensorow.
Na przyktad

TIUF = VIE, (13-42)
Wynik mnozenia, to mieszany tensor czwartego rzedu, poniewaz
TYUE = AT AT TIAY ALUF = AT AT AF AL(TIUF) (13-43)

— spetnione jest réwnanie, stanowigce uogélnienie 13-38 na przypadek wiekszej niz dwa liczby wskaznikow.
Kontrakcja (po polsku: zwezenie; termin ten czesto bywa stosowany) tensora to operacja polegajaca na zrow-
naniu dwéch wskaznikéw tensora: ko- i kontrawariantnej, a nastepnie — w zgodzie z konwencja sumacyjng —
dodania sktadowych tensora, w ktorych wystepuja te powtorzone wskazniki. Na przyktad kontrakcja utworzo-
nego przed chwila tensora czwartego rzedu (jesteSmy w tréjwymiarowej przestrzeni) Vlij k wzgledem pierwszej
pary wskaznikow to

Viiik — Yk 4 22 4 83k — k. (13-44)

otrzymana wielko$¢ nie zalezy juz od wysumowanych po pelnym zakresie zmiennosci wskaznikéw ¢ i 7, nato-
miast zalezy od dwéch wskaznikéw (k, 1), a wiec jest tensorem drugiego rzedu. Ogodlnie, operacja kontrakeji
obniza rzad tensora o dwa. Ma to szczegdlne znaczenie w przypadku tensora drugiego rzedu:

U

s kontrakcja . ox" oxt or' oz"
U — U, = — U= —;
J ! Oxk Oxi ! ozt dxk !
L 77k k
- oy Uf =oluk = U, (13-45)

Poddany kontrakcji tensor drugiego rzedu staje sie tensorem zerowego rzedu (skalarem); jego (jedna) wartosé
nie zalezy od uktadu odniesienia.
Nasuwajacym sie natychmiast skojarzeniem jest iloczyn skalarny dwoch wektoréw:

Rzeczywiscie: illoczyn dwoch wektoréw jest tensorem drugiego rzedu, ale zachodzi pewna niedogodnosé: kontr-
akcje zdefiniowaliSmy jako operacje, ktéra odbywa sie wzgledem pary dwoch réznych wskaznikow: ko- i
kontrawariantnego. Poniewaz z iloczynem skalarnym typu 13-46 mamy de facto do czynienia w uktadach
kartezjanskich to réznica kowariantny-kowariantny jest tu bez znaczenia.® Dlatego od tego momentu ,zapo-
minamy” o rozréznianiu tych dwoch typow tensoréw i stosowaé bedziemy zapis z wskaznikami wystepujacymi
zawsze ,,u dohu” symbolu wielkosci tensorowe;j.

To, ze suma elementow przekatnej gtéwnej macierzy — reprezentacji tensora drugiego rzedu — jest skala-
rem, a wiec niezmiennikiem transformacji, ma czesto interesujaca interpretacje fizyczng. Powrocimy do tego
zagadnienia w nastepnym punkcie. Sume taka nazywamy sladem tensora drugiego rzedu i oznaczamy

Ui = U1 + Uz + U3z = Tr (Uzk> (13-47)

5Przypomnijmy sobie, ze przy zapisywaniu iloczynu skalarnego w formie iloczynu dwéch macierzy: jedno-kolumnowej i jedno-
wierszowej tez musieliémy nadawaé obu czynnikom formy rézniace si¢ miedzy soba.
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13.5 Tensory antysymetryczne i symetryczne; iloczyn wektorowy

Kwestie (anty)symetrii tensoréw najwygodniej jest zwiazac z ich reprezentacja w postaci macierzy. Wprawdzie
ta ostatnia dotyczy tylko tensoréw drugiego rzedu, ale pojecia tensora (anty)symetrycznego dla tensoréw wyz-
szych rzedéw mozna wprowadzi¢ droga prostych uogdlnien. Tensor symetryczny to tensor, ktérego sktadowe
nie zmieniajg sie przy zmianie porzadku wskaznikéw; antysymetryczny to ten, dla ktérego zmiana porzadku
wskaznikéw powoduje zmiane znaku sktadowej tensora:

Sik = Sk‘z oraz Aik = _Aki- (13—48)

Kazdy tensor Tj, moze by¢ przestawiony jako suma czesci symetrycznej TZ(,:) i antysymetrycznej Tl-(,f):

1 s
(T —Tii) =T + T (13-49)

1
T = = 5

5 (T, + Thi) +

Symetria (antysymetria) tensora opisujacego pewne wielkosci fizyczne stanowi wazny atrybut formalny, od-
zwierciedlajacy zawsze pewng tres¢ fizyczna.

W rozdziale czwartym, mowiac o iloczynie wektorowym, wspomnieliSmy, ze nie jest on ,do konca wektorem”.
Rzeczywiscie. Rozwazmy antysymetryczny tensor drugiego rzedu:

Airy = —Api-

Macierz bedaca reprezentacja tego tensora ma na przekatnej gtéwnej zera (A;; = —Aj; = 0 i podobnie dla
Agp 1 Asz), a ze wzgledu na relacje antysymetrii mamy tylko trzy rézne elementy, ktére mozemy oznaczy¢
przez zi, ze, 23:

0 Ap A 0 —zz 2
A21 0 A23 = Z3 0 —2Z21 . (13-50)
Ag1 Az O —2o 21 0

Tensorowy charakter wielkosci z; (tensor drugiego rzedu) i ich antysymetria pozwala nam zapisaé je w postaci
antysymetrycznych iloczynéw wspotrzednych wektorow (tensoréow pierwszego rzedu)

21 = X2Y3 — IT3Y2
22 = X3Y1 — T1Y3 (13‘51)
Z3 = T1Y2 — T2Y1,

czyli tréjka liczb (z1, 29, 23 = 2z) to iloczyn wektorowy: z = @ X y.

and

Rysunek 13.1: Inwersja uktadu wspotrzednych w przestrzeni 3-wymiarowej — wektor biegunowy.

To, ze iloczyn wektorowy nie jest ,zwyklym” wektorem tatwo dostrzec rozwazajac transformacje inwersji
uktadu wspéhrzednych (por. rozdzial 10.4). Wspétrzedne zwyktych (tzw. biegunowych) wektoréw « i y do-
znaja, przy inwersji uktadu wspotrzednych, oczywistej zmiany
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Rysunek 13.2: Inwersja uktadu wspotrzednych w przestrzeni 3-wymiarowej — wektor osiowy .

Ale w takim razie wspétrzedne wektora z — iloczynu wektorowego wektoréw @ i z — pozostajg bez zmian;
dwa znaki ujemne daja znak dodatni! O ile zwykty (biegunowy) wektor przy inwersji uktadu pozostaje bez
zmian (Rys.13.1), to wektor taki jak z, wektor osiowy, albo pseudo-wektor (Rys.13.2) zmienia zwrot o 180°.
Okazuje sie wiec, ze nasza poczciwa przestrzen dwu- lub tréj-wymiarowa, poprzez swoj atrybut — skretnosé,
rozréznia dwa typy wektoréw. Oczywistym jest chyba, ze ,rozsadne reguty gry” wymagaly na przyktad, aby
nie probowa¢ dodawac¢ do siebie wektora osiowego i biegunowego.

Zapis iloczynu wektorowego dwoch wektorow — tensoréw pierwszego rzedu — nabiera formalnej elegancji, jezeli
wprowadzimy pojecie antysymetrycznego tensora trzeciego rzedu®

0 i=jVj=kVi=k
k=) 1 (,4,F) = PH(1,2,3) - (13-53)
-1 (i,5,k) = P (1,2,3)

gdzie: P%(1,2,3) oznacza badz parzysta (+) badZ nieparzysta (—) permutacje trojki (1,2, 3). Wowezas réw-
nania 13-51 przybieraja postac
i = Eijk LYk 1= 1, 2, 3. (13-54)

Antysymetryczny tensor trzeciego rzedu moze takze stuzy¢ do zapisu iloczynu mieszanego trzech wektoréow
(por. punkt 4.4). Skalarna wielkos¢ I, uzyskana poprzez kontrakcje (wzgledem trzech par wskaznikow)

I = EijkTilYj 2k (13—55)

to objetos¢ réwnolegloécianu zbudowanego na wektorach @, y i z. Ale — i tu musimy by¢ ostrozni. Wzor
13-55 bedzie stuszny w prawoskretnym uktadzie wspotrzednych! W uktadzie lewoskretnym definicja antysy-
metrycznego tensora trzeciego rzedu nakazuje zmieni¢ znak wszystkich jego wspotrzednych. Poniewaz objetosé
réwnolegloscianu (wielkosé nieujemnal) nie zalezy od skretnosci uktadu wynika stad, ze iloczyn mieszany nie
jest zwyktym skalarem, lecz pseudoskalarem, a wiec wielkoScia, dla ktorej reguly transformacyjne nie sa do
konca takie same jak dla zwyktych skalaréw. Konkretnie: pseudoskalar bedzie zmieniat znak przy zmianie
skretnosci uktadu.

Symetryczne tensory drugiego rzedu sa Scisle zwiagzane z zagadnieniem macierzy symetrycznej i symetrycznego
operatora odwzorowania (por. punkty 10.6 i 11.3). Istotnym jest fakt, ze w tym przypadku mamy zawsze
mozliwos¢ przedstawienia tensora w szczegdlnym uktadzie odniesienia — uktadzie osi wlasnych, w ktorym
tensor przybiera posta¢ diagonalng. Te formalne atrybuty reprezentacji tensora niosa z soba zazwyczaj ciekawe
tresci fizyczne — widzieliémy to na przykltadzie tensora bezwladnosci ciata sztywnego w poprzednim rozdziale.

13.6 Tensor deformacji i tensor naprezen

Wprowadzone w poprzednim punkcie pojecie ciata sztywnego — osrodka, ktorego elementy zachowuja state
odlegtosci, bez wzgledu na dziatajace na osrodek sity, to pojecie abstrakcyjne. W rzeczywistosci przylozenie

6Jest to tensor antysymetryczny wzgledem dowolnej — czyli kazdej — pary wskaznikéw.
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sit powoduje deformacje ciata — odlegto$ci pomiedzy jego poszczegdlnymi elementami ulegaja zmianom. Jezeli
wyobrazimy sobie osrodek ciggly jako uktad quasi-punktowych mas, ktorych potozenia przed deformacja okre-
slaja wektory r = (x1, x9, x3), a po przylozeniu sil deformujgcych — v’ = (2!, x, %), to wektorem deformacyji
u nazywamy wektor, ktérego wspotrzedne okreslone sa jako:

u; = T, — ;. (13-56)

Pole wektorowe u — wartosci wektorow w w kazdym punkcie podlegajacego deformacji ciata — to obraz
deformacji.

13.6.1 Tensor deformacji

Jezeli wybierzemy dwa dowolne, nieskonczenie blisko siebie potozone punkty ciata i oznaczymy ich odlegtosé

przed deformacja jako dl to
di? = dvydz; = da?; (13-57)

po deformacji, odlegto$é tych samych punktéow to dl’:
dI” = da'? = (da; + du;)?. (13-58)

Wystepujaca w powyzszym wzorze rézniczke wektora deformacji mozemy wyrazié¢ poprzez rozniczki poszcze-
gblnych wspotrzednych przestrzennych i odpowiednie pochodne czastkowe:

8ui
du; = dxy,. 13-59
u O Lk ( )
Wzor 13-58 zapiszemy jako
ou; ou; Ou,
di* = da? + 2 ——dux;d L dada. 13-60
x; + 0, x;dxy, + 95, O xdx; ( )

Drugi wyraz po prawej stronie 13-60 jest ewidentnie symetryczny (uwaga na podwdjng sume!):

aui

&Ck

2
oy, ox;

dz;dxy, = ( ) dz;dxy,

podobnie zreszta jak trzeci; w tym ostatnim zamieniamy (sumacyjne) wskazniki ¢ < [:

ou; Ou; devda — % ouy
Ox, Oz MR Ox, Ox;

dx;dxy.

Po tych zabiegach pozostaje tylko zdefiniowaé zalezng od dwoch wskaznikow wielkosé

1 [ Ou; duy, Ouy Ouy
ik = = 13-61
i wyrazenie 13-60 przyjmuje postac

Poniewaz zdajacy sprawe z deformacji tensor u;;, jest symetryczny, to istnieje uktad wlasny”, w ktérym tensor
deformacji przyjmuje posta¢ diagonalna:

w; 0 0 v 0 0
0 upy 0 |=[ 0 «u® 0 (13-63)
0 0 g 0 0 u®

"Taki uktad wlasny ma charakter lokalny, to znaczy w otoczeniu pewnego punktu ciala mozliwe jest przedstawienie w nim
tensora w;; w postaci diagonalnej; uklad ten nie bedzie juz ukladem wilasnym dla punktéw nie nalezacych do bezposredniego
sasiedztwa wybranego punktu.
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W uktadzie wlasnym odlegtosé dl’ to
(1 + 2uM)d2? + (1 4 2uP)dz? + (1 + 2u®)da?. (13-64)

Kwadrat nowej odlegtosci to suma trzech analogicznych sktadnikéw. Mozemy zdefiniowa¢ wzgledne wydtuzenie

w kierunku osi z;
dz! — dz; V14 2u® — 1)d; )
i _ Wi+ i o — 1, (13-65)
W tym miejscu mozemy zrobi¢ ,praktyczne” zalozenie o matosci deformacji — zazwyczaj® wyrazy typu du;/dxy
sg bardzo male. Pozwala to uprosci¢ definicje 13-61 tensora deformacji

1 ( Ou, Ouy,
1 13-
Uik 5 ( O, + an> , (13-66)

V14200 ~1+u®.

Wzgledne wydtuzenie w kierunku osi x; bedzie po prostu réwne

a takze postuzy¢ sie przyblizeniem

dx}, — dz; :
l%dx' Ti _ 0 (13-67)

Co wiecej: rozpatrujac ,stara” (przed deformacja) i ,nowa” (po deformacji) objetosé elementu ciala, mamy
AV’ = daidxldxly = (1+ u(l))dxl(l + u(2))d:c2(1 + u(S))dxg

~ (14+u® +u® +u®)v, (13-68)
(zachowujemy tylko wyrazy pierwszego rzedu w w;). Wzgledna zmiana elementu objetosci ciala
dv' —dv
—iﬁf—:um+u®+u@=uﬁ (13-69)

— jest réwna sladowi macierzy tensora deformacji. Przypomnijmy — §lad (kontrakcja) tensora drugiego rzedu
jest skalarem, a wiec niezmiennikiem — jego wartos¢ jest taka sama we wszystkich uktadach wspotrzednych!

Co wiecej $lad tensora deformacji — obliczany (dla prostoty!) w uktadzie osi wlasnych to, zgodnie z definicja

13-66
aul 8u2 8u3

(99[:1 + 8.1’2 + axg

Ui = ULl + Ug + Uzz = =divu (13—70)

— czyli dywergencja® wektora deformacji.

13.6.2 Tensor naprezen

Tak jak tensor deformacji u;, opisuje ilosciowo deformacje, tak tensor naprezen stanowi opis jej skutkow —
sit dziatajacych na elementy objetosci ciata. Sa to tak zwane sity naprezen — sity wewnetrzne, starajace sie
doprowadzi¢ deformowane cialo do stanu rownowagi sprzed deformacji.

Sity naprezen fizycznie sg sitami z jakimi oddziatywuja na siebie czasteczki ciata. Zasieg tych sit jest bardzo
niewielki i jest rzedu odlegto$ci miedzyczasteczkowych. Jezeli tak, to tatwo pogodzi¢ sie z postulatem for-
malnym: catkowita sita, pochodzgca od naprezen wewnetrznych i dziatajaca na wyrdzniong objetosé ciala,
powinna daé sie wyrazi¢ w postaci catki powierzchniowej (a nie objetosciowej), bo sity dziatajace na jakakol-
wiek cze$é ciata ze strony otaczajacych ja czasteczek dziataja tylko przez powierzchnie tej czesci. Ten postulat
z kolei, pocigga za sobg nastepny: sita dziatajgca na nieskonczenie maty element powierzchni musi mie¢ cha-
rakter iloczynu tensorowego: tensora pierwszego rzedu (wektora) reprezentujacego ten element powierzchni
oraz drugiej wielkosci tensorowej — tensora drugiego rzedu, zwanego tensorem naprezen.

Powiedzmy po pierwsze co rozumiemy przez ,wektor reprezentujacy element powierzchni”. Jest to wektor,
ktérego dtugosé (warto$é bezwzgledna) jest réwna polu powierzchni, a kierunek jest prostopadly (ortogonalny)
do tej powierzchni (przy nieskonczenie maltym elemencie mozemy méwié o kierunku prostopadtym do niego
jako catosci). Takie ,zorientowane” powierzchnie bywaja w wiekszosci przypadkéw zamkniete (ograniczaja
pewne objetosci) — przyjmujemy konwencje, wedlug ktérej trzeci atrybut tensora — zwrot okreslamy jako
zwrot ,na zewnatrz”. Taki skierowany element powierzchni dS; (i = 3) pokazany jest na Rys.13.3. Przy

80dstepstwem od ,zwyktych”, tzn. malych deformacji, sg na przyklad deformacje cienkich pretéw i zginanie cienkich plyt.
9Poréwnaj przypis na str. 139.
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Rysunek 13.3: Skierowany element powierzchni d.S; (i = 3).

takich dezyderatach ,formalnych” i—ta sktadowa sity dzialajaca na element powierzchni

— sumujemy po wszystkich wspotrzednych wektora okreslajacego orientacje przestrzenng tego elementu. Wiel-
kos¢ o to — jak wynika z powyzszego zapisu — i-ta sktadowa sity, dziatajaca na element jednostkowy po-
wierzchni prostopadly do osi Oxy,. (Por. Rys.13.4.) Postugujac sie do$é¢ prosta argumentacja fizyczna!® mozna
wykazac, ze tensor naprezen — o, — jest tensorem symetrycznym

Oik = Okj- (13_72)

Istnieje wiec uktad osi wlasnych, w ktérym o, ma postaé¢ diagonalng. Aby wyprowadzi¢ zwigzek miedzy
dwoma tensorami rozwazmy prosta deformacje preta (powierzchnia przekroju S), ktory utozony jest wzdtuz
osi 0z 1 poddany rozcigganiu sitami F' (Rys.13.5). Sity dzialajace na jednostke powierzchni koncow preta to
o11. Pret ulega wzglednemu wydtuzeniu, ktorego miarg jest wielkosS¢ uq1; jednocze$nie wymiary ,,poprzeczne”
(ugg 1 ugg) preta zmniejszaja sie:

1

Uyp = Ealb
o

U2 = —EUH, (13‘73)
o

Uz = —EUH-

Wspbtezynniki proporcjonalnoscei to modul Younga (E) i stata Poissona (o). Gdyby dodatkowo rozciggaé
(Sciskaé) pret w kierunkach prostopadtych do x; (sitami o9 1 033) to pierwsze z réwnan 13-73 ulega oczywistej
modyfikacji
1 o o
Uil = EUH - EUM - 5033-
Postepujac analogicznie z pozostalymi dwoma réwnaniami przeksztatlcamy 13-73 do postaci bardziej ogélne;j

1 symetrycznej:

o
Uy = E(1+0)011—E(Ull+‘722+033)’
- ;
Uy = E<1+U)U22_E(U1l+022+‘733)> s
o
Ugy = E(1+0)033—E(Ull+022+033)'

10Na przyklad, postulatem mozliwoéci wyrazenia calkowitego momentu sit dzialajacego na wyrézniony element objetoéci jako
calki po powierzchni zamykajacej w sobie te objetos¢.
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Rysunek 13.4: Tensor naprezen ogy.

Wystepujacy w nawiasie $lad tensora naprezen — oy, — to pewna stata wielko$é liczbowa. Rownania 13-74 daja
nam juz dobre wyobrazenie o zaleznosciach pomiedzy dwoma tensorami. Bytoby jednak zgrabniej dysponowac
relacja stuszng w dowolnym uktadzie odniesienia — nie tylko w uktadzie osi wtasnych. Przejscie do nowego
uktadu to zwykta transformacja tensora:

wpy = AL Ay, (13-75)
ouy = AUA 0y (13-76)
Biorac pod uwagg, ze w uktadzie ,nieprimowanym” oba tensory miaty postaé¢ diagonalna:

2

uy = 6u; oy = 00" (13-77)
réwnania 13-75 1 13-76 przybieraja postac

iy = A7 AT, (13-78)
opy = AATGW. (13-79)

Wyjasnia sie¢, przy okazji, taki a nie inny sposob zapisu sktadowych diagonalnych tensoréw. Sposob ten
narzuca nam konwencja Einsteina — ujety w nawias gérny wskaznik nalezy traktowaé specjalnie: bierze on
udzial w (ewentualnym) sumowaniu, ale nie moze — wraz z drugim, identycznym wskaznikiem — takiego
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F/S5= oy,

Rysunek 13.5: Deformacja preta.

sumowania spowodowac¢. Mnozymy teraz obie strony trzech rownan 13-74 odpowiednio: pierwsze przez AZIA{'/,
drugie — przez Aé’A; , trzecie — przez AgA% i dodajemy stronami. Otrzymujemy

.y -/ . 1 -/ -/ . -/ y/
AL AU = (1 4+ o)A} A 0 — %(akk)A; Al (13-80)
Uwzgledniajac 13-78 i 13-79, a takze warunek ortogonalnosci macierzy wspotezynnikow A
AT AL =Gy

dostajemy szukane prawo, wiazace sktadowe obu tensorow

1 o
Uyt jr = E(l —+ U>Ui’j/ — E(O'kk)di/j/. (13—81)

W réwnaniu tym mozemy opusci¢ znaki prim:

1 o
Uij = E(l +0)oi; — E(Ukk)(sij- (13-82)

sZwyczajowo” przyjeto si¢ raczej wyrazaé¢ tensor oy, przez tensor wu;,. Wystarczy dokonaé¢ kontrakcji obu

stron 13-82: ] ]
g
Ui; = E(l + O')O'kk - 3E(O'kk) = E(l - 20’)0’kk (13—83)

i podstawi¢ z powyzszego wzoru za o, do 13-82. Otrzymujemy ostatecznie

E n Eo
7 14+0 Y (1+0)(1—20)

Uk i, (13-84)

albo — wprowadzajac oznaczenia —

oF E
A\ = i = — 13-85
I+o0)1-20) = "7 201+0) (13-85)
Oij = 2[1,’&” + )\ukkéz] (13-86)
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Rysunek 13.6: Deformacja $cinania.

Dwie nowe stale — 1 i A — to stale Lamé’go, majace (podobnie jak stale E i o) bezposrednia interpretacje
fizyczna. Stata p to tzw. modut Scinania — deformacji, ktérej odpowiadaja naprezenia wytacznie styczne do
powierzchni. Jezeli (por. Rys.13.6) rozwazaé tego typu deformacje (réwnolegloscian z przytozonym stycznie
naprezeniem oy3) to wspoétrzedna wektora deformacji w kierunku osi z; jest proporcjonalna do xs, u; =
axs. Pozostale wspolrzedne wektora deformacji sa réwne zeru: w = (axs,0,0). Daje to tensor deformacji o
wszystkich u;, = 0, za wyjatkiem w9 = ug; = %a. Podstawiajac do 13-86 mamy

012 = 2/LU12 = au; (13-87)

wielko$¢ p jest réwna stosunkowi stycznego naprezenia Scinania do miary deformacji — takze w kierunku
stycznym do powierzchni).
Dla jednorodnego, wszechstronnego Sciskania, z ci$nieniem p, tensor naprezen postac

Oik = —p5z‘l~c7 (13‘88)

a w dodatku
Upp = U2 = Uss (13-89)

(jezeli material jest jednorodny.) Réwnanie 13-86 daje natychmiast

—p =011 = QIUUH + )\(3u11) = 3KU11, (13—90)

albo AV

—D
3 =y = — = ——, 13-91
Ui =u v I% ( )
gdzie
K=)\+ 2
= S,u

nosi nazwe wspotczynnika rozszerzalnosci objetosciowe;.

13.7 Rozniczkowanie tensorow

Ten problem wykracza juz poza ramy algebry tensorow i nalezy do analizy tensorowej. Ograniczymy sie do
paru podstawowych poje¢ i wzorow, a takze pewnych interpretacji fizycznych”.
Moéwimy, ze w przestrzeni IR" jest okreslone pole tensorowe jezeli kazdemu punktowi przestrzeni P przy-
porzadkowany jest tensor okreslonego rzedu (q), czyli n? liczb — elementéw tensora. Dla tensora drugiego
rzedu (¢ = 2) i przestrzeni 3-wymiarowej bedzie to 9 liczb; kazda z nich bedzie funkcja potozenia punktu
P = (x1, 29, x3):

Tijk = Tiji(x1, o, x3), i,5,k=1,2 3. (13-92)
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Pole tensorowe rzedu (o walencji) zero to pole skalarne: na przyklad temperatura, potencjal pola elektrosta-
tycznego, gestosé osrodka cigglego lub bryty sztywnej, cisnienie, itp. Pole tensorowe pierwszego rzedu to pole
wektorowe: pole elektrostatyczne, predkos¢ z jaka przemieszczaja sie poszczegdlne czasteczki ptynu (cieczy lub
gazu), lub o$rodka sprezystego w ktérym rozchodzi sie fala sprezysta, wektor natezenia pradu w przewodniku,
itp.
Przyktad pola tensorowego o walencji 2 oméwiliSmy w poprzednim punkcie.
Rézniczkowanie tensora pola to operacja majaca na celu wyrazi¢ ilosciowo zmiany pola tensorowego (po-
szczegblnych elementéw T, przy przejSciu od okreslonego punktu przestrzeni P = (x1, 2, x3) do punktu
znajdujacego sie w jego bezposrednim sasiedztwie P’ = (x; + dxy, x9 + dxg, 3 + dzs). Rdzniczke tensora
obliczamy jako zwykta rézniczke funkcji kilku (tu: trzech) zmiennych:

oT;;

ATy, = —=da; = vV, Tyjpday. (13-93)

8.%[
Symbol V; z jednej strony upraszcza zapis; z drugiej — sugeruje, ze mamy do czynienia z tensorem czwartego
rzedu (3 + 1 = 4). Rzeczywiscie

an’q’r’ an’q’r’ a:L‘l

Vol = = . 13-94
P Ox s 8$l ox s ( )
Ostatni wyraz to wspotezynnik AL ; tensor trzeciego rzedu transformuje si¢ wedtug réwnania
i A3 Ak
Tp’q’r’ - AP/A';/AT/. (13—95)
Mamy wiec o
VoTygr = AL A AL ALY T, (13-96)

— czyli spelnione jest prawo transformacji dla tensora czwartego rzedu.

13.7.1 Gradient

Gradient to pochodna pola skalarnego ¢(z1,x9,x3), a wiec tensor pierwszego rzedu — wektor. Wspéhrzedne
gradientu okreslone sg wzorem
d¢

(9:131-’

Vb= ¢ = i=1,2,3, (13-97)

a w zapisie wektorowym

gradgp = Vo = (Vo) e;. (13-98)
Konwencja sumacyjna zostaje tutaj nieco naruszona; jezeli rozréznia¢ ko- i kontrawariantne wektory, to
w sume w réwn.13-98 przychodzi nam oblicza¢ po wskazniku i, ktéry jest dolny” (kowariantny) dla obu
czynnikow.

13.7.2 Roébzniczkowanie pola wektorowego

Z polami wektorowymi (patrz wyzej) spotykamy sie bardzo czesto; pochodna (wzgledem wspoétrzednych ;)
pola wektorowego oddaje jego zmiennos¢ przestrzenna.

Zatézmy, ze nasze pole wektorowe to @ = a(P) i zgodnie z wywodami tego podrozdziatu okreslmy tensor
drugiego rzedu

da;

oz
Tak jak kazdy tensor drugiego rzedu tensor a;;, mozna roztozyé na czesé symetryczna i antysymetryczna (por.
13-49)

Q5 = Vjai = (13-99)

1 1
Q;5 = 5 (aij + Clji) + 5 (CLZ']' — ajl-) = bij + Cijs (13—100)
gdzie symetryczny i antysymetryczny sktadnik okreslone sa wzorami

1 [ Oa; da;
by, = — L 7, 13-101

1 8ai aaj
o= = — . 13-102
T < oz, (9@-) (13-102)
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Obie czedci mozemy zwigza¢ z podstawowymi operatorami pola wektorowego. Dla cze$ci antysymetrycznej
mamy — podobnie jak w punkcie 13.5 — trzy niezalezne sktadowe:

0 —ci2 a3 0 —uz up
cij = | Ci2 0 —c3 |=| uws 0 —uy (13-103)
—C31 (32 0 —Uuy Uy 0

gdzie wektor 2u = (2uq, 2us, 2u3) to rotacja pola wektorowego, miara jego wirowosci. Zapisana w postaci
explicite wektorowej rotacja wektora a to

€1 €9 €3
0 0 0
ta = . 13-104
rova 81’1 81’2 8953 ( )
aq (05} as

Zwiazek pomiedzy operatorem rotacji — ktory, jak wynika z powyzszego — polu wektorowemu a przyporzad-
kowuje inne pole wektorowe rot a, a wirowos$cig pola wektorowego a zilustrujemy w nastepnym punkcie.

Z symetrycznym tensorem, typu b;; spotkaliémy si¢ juz przy omawianiu wstepu do teorii sprezystosci. Za-
uwazmy, ze $lad naszego tensora a;; to

ai; = bii + i = by, (13-105)
bo §lad antysymetrycznego ¢;; jest rowny zeru (por. 13-103). Z kolei $lad tensora b,
da;
by = aii = diva (13-106)

to dywergencja wektora a — miara zrédtowosci pola wektorowego. Z formalnego punktu widzenia mamy znowu
do czynienia z przyporzadkowaniem: polu wektorowemu a pola skalarnego div a. Zwiazek pomiedzy operato-
rem dywergencji a Zrodtowoscig pole wektorowego ilustruje znakomicie twierdzenie Gaussa, odnoszace si¢ do
catkowitego strumienia pola wektorowego, przenikajacego pewna zamknieta powierzchnie 3 (por. Rys.13.7).
Element strumienia wektora a przez element powierzchni to iloczyn skalarny: wektora i skierowanego ele-
mentu powierzchni elementu powierzchni:

dd = a - dS, (13-107)

a caly strumien to odpowiednia catka powierzchniowa
o = ]4 a-ds. (13-108)
b

Twierdzenie Gaussa mowi, ze zamiast oblicza¢ catke powierzchniowsg ze strumienia wektora mozemy obliczy¢
catke objetosciowa z jego dywergencji:

o — 74 a-ds :/ diva dV, (13-109)
b 1%

catkujac po calej objetosci V' zamknietej wewnatrz . Taka zamknieta powierzchnia, umieszczona w polu
wektorowym a, moze by¢ rozpatrywana w kategoriach ,bilansu”: ujemne przyczynki do catkowitego strumie-
nia odpowiada‘ja sytuacji kiedy linie wektora wnikaja do powierzchni (kat pomiedzy a, a dS jest wiekszy
od 7/2; dodatnie — dla wektora ,wychodzacego” na zewnatrz (kat mniejszy od 7/2). Jezeli ,wypadkowy”
strumien jest réwny zeru oznacza to, ze zamknieta w X objetosé nie generuje dodatkowych przyczynkéw do
pola wektorowego a, ani tez nie ,unicestwia” pola — tyle samo wektora wnika do objetosci, ile zen wychodzi.
Jezeli wypadkowy strumien jest rézny od zera oznacza to, ze wewnatrz ¥ istnieja dodatkowe zrédla pola (ew.
wzrodla ujemne”). \Wypadkowa” zrodlowos$é objetosei, dla ktérej catka z dywergencja a jest rowna zeru, jest
zerowa; z kolei catka na pewno bedzie znikaé¢, jezeli w catej objetosci tej diva = 0.

13.8 Niezwykle przygody kropelki wody
Rozpatrzmy pewien obszar (trojwymiarowy) 2, wypelniony ciecza. W obszarze tym mamy pole wektorowe
v — pole predkosci malerikiej czastki (,kropelki”) cieczy, zajmujacej okreslone potozenie w przestrzeni. Roz-

patrujemy tzw. przeptywy stacjonarne, w ktorych predkosé kropli cieczy bedzie zalezata od jej potozenia, a
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Rysunek 13.7: Ilustracja obliczen catkowitego strumienia pola wektorowego dla pewnej powierzchni Gaussa.

wiec w ogdlnosci bedzie zmieniata sie od punktu do punktu przestrzeni, ale kazda ,nowa” czasteczka cieczy
pojawiajaca si¢ w okreslonym punkcie P bedzie zachowywata si¢ identycznie, tzn. poruszata si¢ z taka sama
predkoscia

’U(P) = Uz(P)ez

W momencie poczatkowym nasza kropelka to sfera, ktérej srodek znajduje sie w punkcie P; promien sfery
réwny jest p. Z biegiem czasu kropelka przemieszcza sig; jej ruch to ztozenie ruchu postepowego (translacji)
i obrotowego (rotacji), a poniewaz poszczegélne czasteczki kropli poruszaja sie nieco inaczej (z nieco innymi
predkosciami) to zmienia sie — podlega deformacji — poczatkowy, kulisty ksztalt kropli — tak jak na rysunku
13.8. Rownanie toru kropli to — w pierwszym przyblizeniu — réwnanie toru, po ktérym porusza si¢ jej srodek.

Rysunek 13.8: Wedréwka kropli.

Jezeli wspolrzedne srodka kropli oznaczymy jako x;(t), xo(t), z3(t) to wektorowe pole predkosci v spetnia
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roéwnanie rézniczkowe:

d!Ei
dt
W przeciagu bardzo malej (praktycznie — nieskonczenie matej) chwili czasu At srodek kropli przesuwa sie

=v, =123 (13-110)

z punktu P do () — jego przesuniecie to wektor m Inny punkt kropli — w chwili poczatkowej zajmujacy
potozenie P’ takze przesuwa si¢ — do punktu @’. Mamy (z dokladnoscia do wyrazéw nieskonczenie matych
pierwszego rzedu)

PG ~ At-v(P) (13-111)
PQ ~ At-v(P). (13-112)

\le_lftor PP , taczacy dwa wyrdznione punkty kropli w chwili poczatkowej zmienia sie, po czasie At, w wektor
QQ'. Mamy
a0 - QP+ PP+ P
— PP+ (PQ - PQ)
~ PP + At[v(P') — v(P)]. (13-113)

Wystepujaca w kwadratowym nawiasie réznica predkosci moze by¢, z uwagi na matosé naszej kropli, trakto-
wana jako rozniczka pola wektorowego predkosci:

v(P') —v(P) = Av(P); (13-114)
jej i-ta sktadowa to
(Av), = Av; = g;); dzy,. (13-115)

Powyzsze wyrazenie poddajemy zabiegowi symetryzacji i antysymetryzacji:

&)idx |t 6"02-_'_ vy, +1 (%i_ vy, g
oxy, A b oxy, ox; 2\ Oxy, ox; T

= [UZ(E) + vi(,j)} dzxy. (13-116)

Rozpisujac wzor 13-113 na wspotrzedne, uwzgledniajac 13-116 oraz ktadac (]?]57 )i = dz; otrzymujemy
00 () (a)
(QQ"); = [0i + At - vy + At - vy, |dxy. (13-117)

Dwa punkty kropli, zajmujace w c_hx:vili poczatkowej potozenia P i P’ po uplywie czasu At zajmujg poltozenia
Q i Q. Transformacja wektora PP’ = dx; w wektor QQ’ sklada sie z trzech cztonéw, ktérym odpowiadaja
trzy sktadniki prawej strony 13-116:

—
1. d;pdxy — opisuje czysty ruch postepowy (przesuniecie réwnolegte) wektora PP';

2. Atvg,i)dxk — tak jak widzieliémy to w punkcie 13.6 okresla deformacje kropli; poszczegdlne jej czasteczki
poruszaja sie jednak z nieco réznymi predkosciami i poczatkowa sfera deformuje sie, przyjmujac ksztaltt
elipsoidy obrotowej. Dla cieczy niescisliwej objetosé¢ takiej elipsoidy rowna jest objetosci poczatkowe;j
sfery, a jezeli tak to divv = vz-(f) = 0.

3. Atvgz)d:ck — ten wyraz powinien by¢ odpowiedzialny za ruch obrotowy kropli. Wyraz ten to pewne
przesuniecie (droga); odpowiadajaca mu predkos¢ to vi(,j)da:k. Przyjrzyjmy sie tej ostatniej wielkosci. W
zapisie macierzowym

Av; i day,
Avy | = | ol¥da,
Avg v\ dxy,
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0 Ug) Ug? dr

= o | [
vl oy 0 )\ drs
0 —Us U9 d.ﬁEl
= Uus 0 —U1 d.CCQ
— U2 Uy 0 d$3
—usdre + usdrs (u x dx);
= Ugde’l — Uldl‘g = (u X dﬂ?)g , (13—118)
—Ugdl‘l + uldl’g (’U, X dm)g
gdzie wektor u to
1 81)3 81)2
u=-| 7—— 75—
"2\ Orp Oy
1 81}1 81)3
I L 13-119
12 2 3:1;3 6:1;1 ( )
1 81)2 81}1
ug=-| 57— — 5
T2\ 0z Oxy
albo (por. 13-104)
1
u = irot v. (13-120)

Ten ostatni wzor potwierdza nasza hipoteze: rzeczywiscie mamy do czynienia z obrotem kropli wokot
swego centrum — wzor 13-119, ktérego ostatni czton po prawej stronie to iloczyn u x dr jest analogiczny
do podstawowego wzoru mechaniki ruchu obrotowego (por. wzér 12-35 w punkcie 12.3) v = w X 7.

1
Predkoscig obrotowsg naszej kropli jest wektor u, okreslony wzorem 13-120 — 3 xrotacja predkosci (ruchu

postepowego) kropli.

13.8.1 Operator rotacji a wirowos¢

Aby ostatnie wzory staly sie bardziej czytelne przesledzmy dwa proste przypadki przepltywu i mozliwych
wirow. Operator rotacyi przyporzadkowuje okreslonemu polu wektorowemu — polu predkosci czasteczek cieczy
v = v(z,y, z) — inne pole wektorowe. Jezeli takie pole rotacji jest rowne zeru przeptyw nazywamy bezwirowym.
Z definicji rotacji (por. 13-104)

€1 €2 €3
0 0 0
or Oy 0z

Vg Uy U

rotv =

wynika, ze istotne sg tutaj zmiany okreslonej — np. x-owej — sktadowej wektora, wzgledem jednego z kierunkow
ortogonalnych wzgledem osi Ox. Taka sytuacje mamy wtasnie na rysunku 13.9, na ktérym pokazany jest optyw,
odbywajacy sie ze staty predkoscig katowa w wokot punktu 0. Predkosci liniowe czgsteczek cieczy sg rowne

(por. wzoér 12-35)
V=wXT, (13-121)

gdzie r to wektor potozenia (wzgledem punktu 0). Obliczajac powyzszy iloczyn wektorowy otrzymujemy

€1 €2 €3
v==|0 0 w|=e(—wy) +e(wz), (13-122)
Ty z

a w takim razie rotacja pola predkosci to po prostu

€1 €2 €3

0 0 0
to=| — — — |=2 13-123
oLy Oor Oy 0z ¥ ( )

—wy wx 0
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Rysunek 13.9: Wir predkosci cieczy.

— pole rotacji predkosci to nic innego jak, okreslajacy jednoznacznie ,okrezny” ruch cieczy (podwojony) wektor

w. (Warto sprawdzié¢, ze dywergencja predkosci jest réwna zeru — mamy do czynienia z ciecza niescisliwa.)
Z kolei, na rysunku 13.10, pokazany jest optyw, w ktorym predkosci liniowe czasteczek ptynu malejg w miare

""-9--'-.\
Y

Rysunek 13.10: Jeszcze jeden wir predkosci cieczy.

oddalania si¢ od punktu 0 (wielko$¢ wektora v jest odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci od punktu 0),
(13-124)

czyli
gdzie wersor predkosci v to
VD =208 ¢ — )sin ¢,
(¢ — kat miedzy okreslonym punktem plaszczyzny plynu, a osia z-6w.) Dlatego
Y

UV = —F—,

—T
REEE
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Policz sam czytelniku pole wektorowe rotacji takiego przeptywu i pole skalarne dywergencji.
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