Problem nr 1 Zestrzeliwanie “rzutki”

Z punktu umieszczonego na krawedzi urwiska na wysokosci H=20m nad poziomem plazy
wystrzelona zostaje poziomo “rzutka” z predkoscia Vo=30m/s. Na plazy u podndza
urwiska stoi strzelec, dysponujacy urzgdzeniem wyrzucajgcym pociski z predkoscig Vi =
60m/s. Pod jakim katem do poziomu powinien wycelowac aby uzyskac trafienie pocisku w
rzutke. Rozwazy¢ dwie sytuacje: kiedy strzelec wystrzeliwuje pocisk w momencie
wystrzelenia rzutki oraz kiedy wystrzeliwuje pocisk z opdznieniem T=1s.
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Jezeli w rozwigzaniu pominiemy opor powietrzna (ktory jest bardzo istotny, ale nadmiernie
komplikuje rozwigzanie) to ruch obu obiektéw mozna opisaé przez réwnania odpowiednio
rzutu poziomego i rzutu ukosnego. Pozwala to na bezposrednie napisanie zaleznosci
wspotrzednych x i y od czasu dla ruchu rzutki i ruchu pocisku. W przypadku kiedy
pocisk wystrzeliwany jest w tym samym momencie co rzutka odpowiednie rownania

mojg postac:

x,(8)=v, t x,(t)=v,tcos(x)
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Warunkiem na to aby rzutka i pocisk znalazty sie w tym samym miejscu w tym samym
czasie jest jednoczesna réwnos¢ wspotrzednych x i y rzutki i pocisku w momencie
zderzenia t,. Prowadzi to do uktadu rownan:

v,t.=v, t_cos(x)
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Z pierwszego z rownan od razu otrzymujemy warunek, niezalezny od czasu zderzenia,
okreslajacy jednoznacznie kat, pod ktorym nalezy wystrzeli¢ pocisk. Z drugiego réwnania
otrzymujemy warunek na czas zderzenia t,. Warunki te majg odpowiednio postac:
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Do pelnego rozwigzania problemu potrzebne jest wyliczenie czasu zderzenia i
wspotrzednych punktu zderzenia P(x,y). Z warunku na cos(a) otrzymujemy:
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Podstawiajgc wyrazenie na sin(a) do drugiego warunku otrzymujemy:
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Stanowi to kompletne rozwigzanie problemu z punktu widzenia matematycznego. Jednak
realna fizyczna sytuacja narzuca dwa dodatkowe ograniczenia na mozliwo$¢ realizacji
trafienia. Pierwszy warunkek jest do$¢ oczywisty: cos(x)<1 czyli v,=v, . Drugi
warunek nie jest jednak taki oczywisty. Jest nim zadanie aby punkt zderzenia znajdowat
sie “nad ziemiq”, czyli na czesci toru realizowanej fizycznie. Warunek ten mozna zapisac
najprosciej jako y.=0 . Daje to bezposrednio warunek na predkosci:
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Druga wersja rozwigzania problemu, uzgledniajaca op6znienie wystrzatuw stosunku
do momentu wyrzucenia “rzutki” jest bardziej skomplikowana, ale tez daje sie doktadnie
rozwigza¢ w ramach matematyki na poziomie szkoty srednie;.

Jezeli czas jest liczony od momentu wystrzelenia rzutki to czas lotu pocisku jest krétszy
od czasu lotu rzutki o T. W takiej sytuacji réwnania ruchu dla pocisku przyjmujg postac:

x,(t)=v,(t—T)cos(x)

yalt)=vy(=T)sin(e)=5-(t=T)’

Poréwnanie odpowiednich wspodtrzednych dla momentu zderzenia t, daje réwnania:
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Przeksztatcenie rownan prowadzi do nastepujgcego finalnego ukfadu réwnan na nieznane
wartosci kata oraz momentu zderzenia:

[v, cos()—v, |t.=v, T cos(«x)
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v, sin(x)+gT|t.=H+v, Tsin(o()+§i

Eliminacja czasu zderzenia t, poprzez wyliczenie go z pierwszego rownania i wstawienie
do drugiego daje jedno (niezby mite) rownanie na kat:

v, Hcos(x)=v, v, Tsin(x)+v, H

tatwo sprawdzi¢, ze dla czasu opoznienia T rownego zero rownanie grzecznie przechodzi
w rownanie znane z prostszego, rozpatrywanego wczesniej, przypadku. Po wyliczeniu z
tego réwnania wartosci cos?(a) i wykorzystaniu “jedynki trygonometrycznej” dostajemy
jedno rownanie kwadratowe na warto$¢ sin?(a.):

(1 +a°)sin’(x)+2absin(x)+b° —1 =0
gdzie:

Rozwigzanie tego réwnania, po uwzglednieniu faktu ze interesujg nas tylko dodatnie
wartosci sin®(a), ma postac:

. —ab+\1 —a* —b’
sin ()= :
1 +a
czyli finalnie:
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Wtedy rozwigzanie na czas zderzenia wyrazone przez znaleziony sinus kata wystrzatu ma
postac:



_ H+v, Tsin(«)+0.5gT"
a v, sin(x)+gT
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Powstaje oczywiscie pytanie jak teraz wygladajg warunki okreslajgce mozliwosc fizycznej
realizacji zderzenia. Prosty warunek z pierwszej wersji rozwigzania ( v, =V, ) zostaje
zastgpiony przez znacznie bardziej skomplikowany warunek okreslony przez fakt, ze
otrzymane powyzej rozwigzanie na sinus kata wystrzatu musi leze¢ w przedziale (0,1).
Drugi warunek, narzucany przez wymaganie aby zderzenie nastgpito nas ziemig, mozna
teraz okresli¢ jako warunek na czas zderzenia, ktory powinien byC krétszy niz czas lotu
rzutki (jest to warunek doktadnie réwnowazny warunkowi uzytemu dla pierwszego
przypadku rozwigzania). Warunek ten przyjmuje postac:
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Doktadna numeryczna analiza znalezionych rozwigzan przedtawiona jest w arkuszu

kalkulacyjnym probl_m1.xls, zamieszczonym na stronie z rozwigzaniami problemédw.
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