ABC matematyki dla poczatkujacych fizykow.

Algebra wektorow

B wektor w ukladzie wspdlrzednych kartezjanskich B dodawanie (odejmowanie)
B uzyteczne tozsamosci

wektorowy M iloczyny wielokrotne

1 Wektory

Jest oczywiste, ze dla opisu szeregu wielkosci fizycznych
nie wystarczy podanie wartosci liczbowej danej wielko$ci
ale nalezy okresli¢ rowniez jej kierunek w przestrzeni oraz
zwrot (takimi sa przykladowo wielkosei: predkosé, sita, mo-
ment pedu, natezenie pola elektrycznego, ... etc.). Méwimy
wtedy o nich: wielkosci wektorowe lub wektory, w odréznie-
niu od wielkoéci skalarnych, dla ktérych kierunek nie jest
istotny (np. masa, temperatura, praca, ...).

W zapisie, dla zaznaczenia, ze dana wielkos¢ jest wektorem,
najczesciej uzywa sie strzalki nad symbolem wielkosci lub
stosuje pogrubiona czcionke:

a lub a
(pamietaj, ze jesli napiszesz samo a to bedzie to oznaczalo
warto$é (dlugosé) wektora, a wiec skalar - jest to czesta
przyczyna popelniania bledéw).

Dlugosé wektora mozna oznaczaé dwojako: a lub |d].

Wektor o dlugosci 1 nazywa sie wektorem jednostkowym lub
wersorem 1 zapisuje najczesciej przy pomocy "daszka”: a .
Kazdy wektor mozna przeksztalci¢ w wektor jednostkowy

dzielac go przez dlugosé: a = e
a

2 Wektor w ukladzie wspolrzed-
nych kartezjanskich

y y

Kierunek i zwrot wektora w przestrzeni okreslamy wzgle-
dem obranego (dowolnie) uktadu wspétrzednych. Moze to

M iloczyn skalarny M iloczyn

by¢ zwykly uklad kartezjanski (z,y, z)'. Aby jednoznacz-
nie okresli¢ wektor w przestrzeni wystarczy podaé¢ wartosci
jego prostopadtych rzutéw na osie uktadu. Te rzuty nazy-
wamy skladowymi wektora. Ilustruje to powyzszy rysunek
(przykladowo dla ukladu plaskiego). Zwroé uwage, ze w
tym przykladzie obie skltadowe a;,a, wektora @ sa dodat-
nie, natomiast wektor b ma ujemng sktadows b, i dodatnig
b, (objasnij dlaczego!).

Sktadowe jednoznacznie okreslaja wektor:
a = (ag,ay)
a

= (ag, ay, az)

(w plaskim uktadzie wspéhrzednych),
(w przestrzeni trojwymiarowej).

2.1 Wektory bazowe

Wprowadzamy tréjke wektoréw jednostkowych 7, l;:, wza-
jemnie prostopadtych; kazdy z tych wektoréw pokazuje kie-
runek i zwrot danej osi wspélrzednych 2.

Przy ich pomocy konstruujemy wektory ayi, a/yj L askiz
kolei, stosujac znana regute dodawania wektoréw, mozemy
dany wektor d przedstawi¢ w postaci

a=ayi+ ayj' + azl%.

Graficznie ilustruje to ponizszy rysunek (dla ukladu pla-
skiego).

!czesto wystarcza dwie osie (z,y) (uktad plaski), lub nawet
jedna (uktad liniowy)

2wektory bazowe dla ukladéw innych niz kartezjanski (bie-
gunowy, sferyczny, cylindryczny) znajdziesz w tekscie ukla-
dy_wspolrzednych.pdf — ”abecadlo matematyczne poczatkuja-
cego fizyka”



Stosujac twierdzenie Pitagorasa nietrudno pokazaé, ze dtu-
gos$¢ wektora oblicza sie wedtug wzoru

|d| = \/a2 + a2 + aZ.

3 Dzialania na wektorach

Dla wektorow okresla sie nastepujace dziatania:

o dodawanie i odejmowanie wektoréw?>,

e mnozenie wektora przez skalar,

e munozenie skalarne wektora przez wektor (wynik: ska-
lar),

e mnozenie wektorowe wektora przez wektor (wynik:
wektor).

Nie ma natomiast dzielenia przez wektor, tej operacji nie
da sie jednoznacznie okreslic.

3.1 Dodawanie (odejmowanie)

e Wektory dodajemy dodajac do siebie odpowiednie skla-
dowe:

G+b=(az+by)i+ (ay+by)j+ (as+b.)k,

przy odejmowaniu — sktadowe odejmujemy.

e Wektory mozna dodawaé
(odejmowad) graficznie stosu-
jac znana regule réwnoleglo-
boku.

G+b=2¢

3.2 Mnozenie wektora przez skalar

e Mnozac wektor @ przez liczbe m dostajemy wektor o dtu-
gosci ma, o takim samym kierunku i zwrocie jesli liczba m
jest dodatnia. W przypadku gdy liczba jest ujemna zwrot
zmienia sig na przeciwny.

e W szczegdlnosci, mnozenie przez —1 powoduje zmiane
zwrotu wektora.

3nie ma sensu dodawanie wektora i skalaral

3.3 Iloczyn skalarny a - b

Ten typ mnozenia zaznaczamy stawiajac kropke miedzy
wektorami.

Definicja: W wyniku mnozenia skalarnego wektoréw a i b
otrzymujemy skalar rowny iloczynowi dlugosci obu wekto-
réw i kosinusa kata miedzy wektorami.

- o b
a-b=abcos« .

Z definicji wynikaja nastepujace wnioski:

e Iloczyn skalarny wyrazony przez sktadowe wektoréw?:

a-b= azby + ayby, + a.b, .

e Kosinus kata pomiedzy wektorami a, b wyraza sie naste-
pujaco

—
a -

S

COS &x =

.
(=

e Kwadrat wektora jest rowny dlugosci wektora do kwa-
dratu:

@>=ad-d=a’cos0=d’.

e Warunkiem koniecznym i wystarczajacym prostopadtosci
wektorow jest zerowanie sie iloczynu skalarnego:

ii=gej=kok=1,
i-j=j-k=1-k=0

e Rzut wektora d na kierunek wyznaczony przez wektor b
(odcinek AB) dany jest wyrazeniem

\Ei‘
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3.4 Iloczyn wektorowy a x b
Tloczyn wektorowy zapisujemy uzywajac znaku x.

Definicja: W wyniku mnozenia wektorowego wektoréw a
i b otrzymujemy wektor (nazwijmy go ¢) taki, ze:

o dlugos$¢ ¢ wynosi |¢] = absin a,

e kierunek jest prostopadly do obu wektorow a i b (czyli
do plaszczyzny, na ktoérej leza),

e zwrot okresla regula $ruby prawoskretnej®.

4wyprowadz ten wzér samodzielnie wykonujac mnozenie
(azi 4 ayj + a-k) - (bei + byj + b.k) wyraz po wyrazie

5Te regute stosujemy nastepujgco: obracamy pierwszy wektor
@ na plaszczyznie (d, 5) w kierunku wektora b (obieramy kat
mniejszy od 180°). Zwrot bedzie w te strone, w ktéra bedzie sie
wkrecaé $ruba prawoskretna wykonujaca taki obrot.



4 Uzyteczne twierdzenia i tozsa-

E‘ mosci
_ Twierdzenie cosinusow dla trojkata utworzonego przez wek-
b/’ tory @, b, ¢ =
¢ A =a*+0*—2a-b.
a

Tloczyny wielokrotne

& ix(bxd) =bG-c)—cla-b),

Tloczyn wektorowy jest nieprzemienny: a X b= —bxad. - = o o
Zmieniajac kolejno$¢é mnozenia zmieniasz zwrot wektora ¢. (@xb)-(¢xd)=(@-&)b-d)—(a-d)(b-c).

Tloczyn wektorowy wektoréw réwnolegltych jest réwny zero
(bo sinus kata 0° lub 180° jest réwny zero)
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Tloczyn wektorowy mozna wyrazi¢ poprzez sktadowe wek-
toréw nastepujaco, piszac go przy pomocy wyznacznika:

i Gk
axb=|a; ay a.
by b, b,

(Uwaga: kolejnosé¢ wierszy w wyznaczniku jest istotnal! Za-
miana miejscami wiersza skladowych @ i wiersza sklado-
wych b skutkuje zmiana znaku iloczynu wektorowego a x b
na przeciwny, tak jakby$my obliczali b x @.)

Po rozwinieciu wyznacznika wzgledem elementéw pierwsze-
go wiersza wzér przyjmuje postaéS:

@x b= (ayb. — a.by)i+ (a:by — azb.)j + (axby — a,b,)k.

3.5 Iloczyn mieszany

Tloczynem mieszanym trzech wektoréw nazywamy iloczyn
skalarny jednego z nich przez iloczyn wektorowy dwéch po-
zostaltych:
a-(bx?a).
Tloczyn mieszany jest wiec skalarem. Zachodza zwiazki:
i (bx&)=b-(Exa)=2 (@xb).

Wartos¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego trzech wektoréw
jest réwna objetosci V' réwnoleglo$cianu rozpietego na tych
wektorach.

Tloczyn mieszany mozna wyrazié¢ poprzez sktadowe wekto-
réw nastepujaco, piszac go przy pomocy wyznacznika:
Gz Qy G
a-(bxé&=|by b, b,

Cx Cy C:

GwyprowadiA ten wzér samodzielnie wykonujac mnozenie
(azi 4+ ayj + azk) x (byi + byj + b.k) wyraz po wyrazie



