Rachunek wektorowy

1. Co mozna powiedzie¢ o dwdch wektorach d i b spetniajgcych zwigzki:
a)&+B:50raza+b=C,
byd+b=d-b,
c)d+b = ¢coraza? + b% = 2
2. Dane s3 dwa wektory: @ = 37+ 4j + 5k, b = — + k. Obliczy¢:
a) dtugos¢ kazdego wektora
b) sume wektoréw
c) iloczyn skalarny, @ - b
d) iloczyn wektorowy, @ X b
e) kat zawarty miedzy wektorami
Odp.: (a) 5vV2,v2; (b) 21 + 4] + 6k; () 2; (d) 47 — 8] + 4k; (e) cos <(d, b) = 0.2
3. Wektor @ ma wartoé¢ 5 jednostek i jest skierowany na wschod. Wektor Bjest skierowany w kierunku zachodnim,
pod katem 45° do kierunku pdétnocy i ma wartosc czterech jednostek. Skonstruowaé wykresy wektoréw by
obliczy¢: (a) (@ + 5), (b) (1_5 — d). Oszacuj wartosci i zwroty (d + 1_5) i (l_; — d) z wykreséw.
Odp.: (a) ~3.9, w kierunku wschodnim, pod katem ~43° od kierunku pétnocy; (b) ~8.4, w kierunku zachodnim,
pod katem ~70° od kierunku pétnocy.
4. Znalez¢ sume przemieszczeth wektorowych C i J, ktorych sktadowe wzdtuz trzech wzajemnie prostopadtych
kierunkéw wynoszg w km: ¢, =5, ¢y =0,¢,=-2; d, = -3, dy =4,d, =6.
Odp.: 1, = 2km, 1, = 4 km, 1, = 4 km.
5. Dwa wektory o dtugosciach a i b, ktorych poczatki stykajg sie ze sobg, tworzg kat 8. Udowodni¢, znajdujac ich

sktadowe wzdtuz dwu prostopadtych osi, ze dtugoéé wektora wypadkowego wynosi: r = Va2 + b2 + 2abcos6.
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6. Niech N bedzie liczba catkowitg wiekszg od jednosci, wéwczas:

0+ COS ot 4 oS x4 .+ cos(N — 1) 2 = 0
Ccos Cos N cos N ... T COS N =

to znaczy
n=N-1
Z 2nn 0
cos—— =
N
n=0
podobnie
n=N-1
2 _ 2mn 0
sin—— =
N
n=0

Udowodnic¢ te dwa twierdzenia, znajdujac sume N wektoréw o jednostkowej dtugosci, tak rozmieszczonych, ze
kazdy wektor tworzy z wektorem poprzedzajgcym go kat 2 /N.
7. Woykazaé, korzystajgc z prostokatnego uktadu wspétrzednych, pokazanego na rysunku, ze
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oraz
iIxj=k  kxi=] Jxk=1
Korzystajgc ze zwigzkéw podanych w Zad. 7 wykazac analitycznie, ze dla dwdch wektoréw przedstawionych w

postaci
d =1la, +ja, + Ka, oraz b = Tb, + by, + kb,
zachodzi

d-b=ab,+ ayby, + azb,
Wykazaé, ze powierzchnia tréjkata zawartego miedzy wektorami @ i 1—5, patrz rysunek, jest réwna

1 - g . . . . 7 7 Y4
> |a X b|, gdzie pionowe kreski oznaczajg wartos¢ bezwzgledng (wartos¢ wektora).
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Przypuéémy, ze d, bié sg trzema dowolnymi wektorami nie lezgcymi w jednej ptaszczyznie. Nie muszg one
tworzy¢ ze sobg katdéw prostych. (a) Wykazaé, ze
d-(bx¢&) =b-(éxd) =¢é-(daxb).

(b) Niech

>  pxé = éxa =z dxb

A=—,B=—,0=—
v v v

gdzie v = a - (b X c). Obliczy¢ warto$¢ iloczynu skalarnego kazdego z wektoréw a, biédz kazdym z wektoréw
A BiC.(c)lakie sa wymiary wektoréw 4, B i C, je¢li @, b i ¢ maja wymiar dtugosci.

Na rysunku przedstawione sg dwa wektory d i b oraz dwa uktady wspétrzednych réznigce sie tym, ze osie x i x’
oraz y i y' tworzg ze sobg kat . Udowodnié analitycznie, ze d + b ma zawsze takg samg wartosc i kierunek,
niezaleznie od tego, w ktérym uktadzie wykonujemy dodawanie.
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Pociag jedzie z praktycznie statg predkoscig 60 km/h, najpierw doktadnie na wschéd przez 40 min, nastepnie w
kierunku pdétnocno-wschodnim pod katem 45° do poprzedniego przez 20 min, a w koricu na zachéd przez 50 min.
Jaki jest sredni wektor predkosci pociggu w czasie tego ruchu?

Dwa pociagi o jednakowych predkosciach 40 km/h jada naprzeciw siebie po tym samym torze prostoliniowym. Z
jednego z tych pociggdw, w chwili gdy znajdujg sie one w odlegtosci 80 km, wyfruwa ptak poruszajacy sie z
predkoscig 60 km/h i dolatuje do drugiego pociggu, nastepnie zawraca i leci z powrotem w kierunku pierwszego
pociagu, itd. (a) lle razy zdazy on przelecie¢ droge od jednego pociggu do drugiego, zanim pociagi sie zderzg?
Wyjasnic. (b) Jaka jest catkowita droga przebyta przez ptaka w chwili zderzenia?

Odp.: (a) liczba nieskonczona; (b) 60 km.

Potozenie punktu materialnego poruszajgcego sie wzdtuz osi x zalezy od czasu wedtug réwnania

X = %’(1 — e7kt),

w ktédrym v, oraz k sg wielkosciami statymi. (a) Zrobi¢ wykres zaleznosci x od t. Zauwazyé¢, ze w chwilit = 0
potozenie x = 0, a w chwili t = oo potozenie x = v, /k, co znaczy, ze catkowita odlegtos¢, jaka przebywa punkt,
jest rowna v, /k. (b) Pokazaé, ze predkosé v, jest dana rownaniem

Uy = 179(06_”'

czyli maleje wyktadniczo z czasem od wartosci poczatkowej v, i staje sie réwna zeru po czasie nieskoficzonym.
(c) Pokazat¢, ze przyspieszenie a, dane jest rownaniem



a, = —kv,,

co znaczy, ze jest ono skierowane przeciwnie niz predkosé, a jego wartos¢ jest proporcjonalna do predkosci. (d)
Opisany ruch jest ruchem o zmiennym przyspieszeniu. Sprébowac wyjasnic fizycznie, jak to jest mozliwe, ze
potrzeba nieskoficzonego czasu na to, aby zatrzymac punkt, ktdry przebywa skoriczong odlegtosc.

15. W chwili gdy sygnat Swietlny na skrzyzowaniu staje sie zielony, samochdd rusza ze statym przyspieszeniem a,,
réwnym 1.8 m/s”. W tej samej chwili dogania go i wyprzedza ciezaréwka jadaca ze statg predkoscig 9 m/s. (a) Po
przebyciu jakiej odlegtosci samochdd dogoni ciezaréwke? (b) Jaka bedzie predkos¢ samochodu w tym
momencie? (Wygodnie jest zrobi¢ jakosciowy wykres potozenia x od czasu t dla kazdego pojazdu).

Odp.: (a) 90 m, (b) 18 m/s.



