Fizyka II r. 9 grudnia 2017 (3)

e czastka w nieskonczenie glebokiej jamie potencjatu; e efekt tunelowy; e atom wodoru, réwnanie Schrodingera,
separacja f.falowej na czes$é radialna R(r) i cze$é katowa Y (¢, p); e liczby kwantowe; @ moment pedu;

1. W problemie oo glebokiej studni potencjatu rozwaz dwa przypadki:
I) zalozyé, ze czastka jest elektron zamkniety w obszarze liniowym L = 2 - 107! m. Obliczy¢ dla tej czastki: a)
najmniejsza mozliwa energie £ (energie zerowa) jaka moze ona mieé, b) odstep energii pomiedzy E7, a nastepnym
mozliwym poziomem FEo, AE = E5 — Ey;
IT) podobnie jak w punkcie poprzednim oblicz E; i AE, jedli czastka jest ziarenko piasku o masie 10~7 kg zamkniete
w obszarze o szeroko$ci 1 mm. b) Oblicz najmniejsza mozliwa predkosé tej czastki.
Jakie wnioski mozna wyciagnaé z obliczen?

2. Przechodzenie czastek przez bariere potencjatu. Zaktadamy, ze bariera jest jednowymiarowa i ma ksztalt prosto-
katny: U = 0 dla < 0 (obszar (1)), U(z) = U, dla 0 < & < L (obszar (2)), i U(z) = 0 dla > [ (obszar (3)).
Czastka swobodna pada na bariere z obszaru (1) i ma energie kinetyczna mniejsza niz wysoko$é bariery (E < U,).
a) Zapisz dla kazdego z trzech obszaréw wlasciwe réwnanie stacjonarne Schrodingera.

b) Pokaz, ze rozwiazania ogélne dla kazdego z obszaréw sa takie;
1 = a1e™* 4+ be~ " (superpozycja fali padajacej i odbitej od bariery),
0y = 0,267%:” + bze’“,
Y3 = a3eikxa
gdzie k = vV2mE/h, »x = /2m(U, — E)/h. Dlaczego dla rozwiazania 3 pojawia sie tylko jedna stala ag?
¢) Sformuluj i zapisz 4 warunki brzegowe (ciaglo$é f.falowej i jej pochodnej):
(1): 01(0) = ©2(0); (2): ¥1(0) = 3(0);  (3): 2(L) = @3(L);  (4): (L) = p5(L).

|as|? |b1]?

d) Uzasadnij, ze D = 5
|ay|

jest wspodlezynnikiem przenikniecia przez barierg, a R =

- wspotczynnikiem
|a1|?

odbicia od powierzchni bariery.
Po rozwigzaniu ukladu czterech rownan wynikajacych z warunkéw brzegowych uzyskuje si¢ wzér na prawdopodo-
biefistwo przejécia przez bariere (prostokatna) w wyniku efektu tunelowego:

D~ e #V2mUs—E) L

3. Elektrony wewnatrz metalu traktujemy jako czastki swobodne. Jaki procent elektronéw o energiach 1 eV przeniknie
przez bariere potencjalu na powierzchni metalu, ktérym jest cez, w wyniku efektu tunelowego? Bariera ma wysoko$é
4 eV (praca wyijécia dla cezu) i szerokosé 2 - 10710 m.

4. Zadanie nadobowiazkowe.
A. Zestaw rozwigzan ogélnych w zad. 2 zawiera pie¢ dowolnych stalch a1, as, as, by, bo. Cztery réwnania wynikajace
z warunkéw brzegowych pozwalaja na wyznaczenie wartosci stosunku dwéch dowolnych statych, np. as/a;. Pokazaé
ze prawdopodobienstwo przeniknigcia czastki przez bariere, jesli L >> 1, wynosi

D~16 UE (1 _ Ug) o= 3V2Uo—E) L o o—%+/2m(U,—E) L

Pomoc: e z dwéch ostatnich réwnan wynikajacych z war. brzegowych, pkt. ¢) z zadania 4, wyraZz az i by przez as; e widaé, ze gdy
»L >> 1 (czy to sensowny warunek?), to by << ag, czyli w dwéch pierwszych réwnaniach mozna by zaniedbaé¢ w poréwnaniu z as;
e teraz z tych dwéch pierwszych réwnan trzeba wyznaczyé a; rugujac by, a za az podstawié¢ wyrazenie otrzymane wczesniej - w tak
. . . . . . 1 . ik K 1 X k+ik)?
uzyskanym réwnaniu wystepuja tylko a1 i a3 (powinno si¢ otrzymaé: a1 = Zag etklLerl (l - —+1- —) = Za3 elkLe“L%);
K iK

e dalej radZcie sobie sami.

B) Sprébuj uzasadnié, ze w przypadku gdy bariera ma ksztalt U(x) (nie jest prostokatna) to wzér na wspotezynnik
przenikania D mozna uogolnié¢ nastepujaco:

L)
-% [ 2m(U(2)-E) de
D~e =

gdzie x1, x2 sa miejscami zerowymi funkcji U(x) — E.

5. Funkcja falowa elektronu (¢, ) w atomie wodoru zalezy od trzch liczb kwantowych n,l, m. Pokaz, ze dla zadanej
gltéwnej liczby kwantowej n liczba mozliwych stanéw (pozioméw) energetycznych wynosi n? (bez uwzglednienia
spinu elektronu).



6. Atom wodoru. Ruch elektronu (wynikajacy z jego stanu energetycznego) zachodzi w polu kulombowskim wytwo-
rzonym przez proton, energia potencjalna elektronu zalezy wiec tylko od r, do takiego zagadnienia wygodny jest
sferyczny uktad wspélrzednych. Zapisz réwnanie Schrodingera dla funkceji falowej elektronu ¥ (r, ¥, @) w atomie
wodoru w tym ukladzie. Przyjmujac ¢ (r, ¥, ) = R(r)-Y (¥, @), rozseparuj to réwnanie na dwa réwnania, pierwsze
- dla funkcji radialnej R(r), i drugie - dla czesci katowej Y (9, ).

wskaz.: Laplasjan w uktadzie sferycznym

VQ*ig (1’22>+ ! i(sinﬁi)—i-;ﬁ
r29r or r2sind 99 o9 r2sin? ¥ Op2
1

7. Funkcja falowa 1199 = ﬁe’r/ " (konfiguracja 1st), gdzie r; = 4we,h?/me? jest pierwszym promieniem Bohra,
7TT"1

opisuje stan podstawowy elektronu w atomie wodoru. Oblicz, dla jakiej odlegloéci od jadra atomu prawdopodo-
bienstwo znalezienia elektronu jest najwieksze dla tego stanu.

Wskaz.: jest symetria sferyczna, brak zaleznosci od katéw ¥, ¢, czyli prawdopodobienstwo znalezienia elektronu pomiedzy r a r + dr
jest dp = [¢|2dV = |b|24nr2dr

8. Jaka jest warto$é energii F (podaj w eV) i momentu pedu L elektronu w atomie wodoru w stanie 3p oraz w stanie
4p ? Czy elektron moze znajdowadé sie w stanie 4 f7

Uzupelnienia:

Przyjete oznaczenia stanéw elektronowych (dla atoméw wieloelektronowych: litery s, p, d, f... oznaczaja odpowiednio
stany o liczbie pobocznej [ = 0, 1,2, 3. Symbol np. 4d® oznacza, ze 3 elektrony znajduja sie w stanie o gtéwnej liczbie
kwantowej n = 4 i pobocznej I = 2.

. 1 1 2
Operator kwadratu momentu pedu: L2 = —h? { g (sin 198> + 0 }

sin 9 99 oY sin? ¥ 37902
Kwantowanie kwadratu momentu pedu: L? =1(I+1)h?, [=0,1,...n—1
A 0
Operator skladowej z-owej momentu pedu: L, = fiha—
12
Kwantowanie rzutu momentu pedu L na o$ z: L, =mh, m=0,+1,---+1

Kwantowanie przestrzenne wektora momentu pedu wzgledem
wyrdznionej osi:

Wektor orbitalnego momentu pedu L jest skwantowany w
przestrzeni wzgledem danego kierunku z (np. kierunku pola
magnetycznego), dozwolone sa jedynie okreslone ustawienia [_:, a 0 L=+/2h
wiec okre$lone potozenia orbit elektronowych.

Przykladowy diagram dla | = 1: L = /1-(1+1)h = 2k
L.=-h,0,h).




