ABC matematyki dla poczatkujacych fizykow.

1. Pochodna

M ciggloéc¢, granica funkcji M iloraz réznicowy M definicja pochodnej B graficzna interpretacja pochodnej
B wzory rézniczkowania: suma, iloczyn, iloraz; pochodna funkcji ztozonej; pochodne funkcji elementarnych

B pochodna funkcji wektorowej
czastkowe

B pochodne wyzszych rzedéw B funkcje wielu zmiennych, pochodne

2. Rézniczki
M rézniczka zmiennej niezaleznej M rézniczka funkcji jednej zmiennej M rézniczka funkeji wielu zmiennych
M elementy rézniczkowe: dlugoéci, powierzchni, objetosci, kata brytowego w réznych uktadach wspéirzednych

3. Niektore zastosowania pochodnych
M obliczanie granic funkcji — reguta de I’'Hospitala M szereg Taylora w zastosowaniu do przyblizen M eks-

trema funkcji B wykresy

(przeczytaj, nawet jesli uczytes sie o pochodnych)

1 Pochodna

1.1 Ciaglo$é, granica funkcji

Ponizej na rysunku pokazane sg wykresy trzech funkcji.

a) b) c)
f(=) f(@) f(@)
/
3;1 .’1711

Funkcja jest ciagla w pierwszych dwéch przypadkach,
ale o ile w przypadku a) pochodna istnieje w calym
zakresie zmiennoéci funkeji, to w przypadku b) nie ma
pochodnej w 1. W przypadku c) funkcja jest nieciagla
w x1 i w tym punkcie pochodna nie istnieje.

1.2 Definicja pochodnej

Potrzebe wprowadzenia pochodnej objasnimy na przy-
kladzie fizycznej wielko$ci: predkoSci v. Rozpatrzmy
ruch po linii prostej aby nie trzeba bylo postugiwaé sie
wektorami. Predko$¢ dla poszczegdlnych chwil moze byé
rézna, a wiec jest to funkcja czasu v(t).

Zwykle, aby ocenié predko$é, dzielimy odcinek drogi As
przez odstep czasu At, w ktérym droga zostala przebyta

i w ten sposob otrzymujemy $érednig predkosé

As
Vgr = —.
sT At
Im krétszy At (i oczywiScie mniejsze As) tym lepiej
okre§limy predko$¢ w danej chwili ruchu, czyli tzw.
predkoéc chwilowg. Co to znaczy ”im krétszy” ? Mozemy
skraca¢ odstep czasu i z At zmierzaé¢ do zera, dopiero
taka granica bedzie dokladng miarg predkosci w danej
chwili ¢
= lim —.
v = lm &

As

Taka granica ilorazu réznicowego z7 to wlasnie jest

pochodna funkcji s(t) (zauwaz, ze droga jest funkcja
czasu). Jak ja obliczaé¢ praktycznie — dowiemy si¢ nieco
dalej.
Przyjeto stosowaé zapis pochodnej tak:

ds _ds(t) d

tak , tak: —s(t),

— : 1 k:
i’ dt dt ub ta

s'(t).

W szczegdlnym przypadku pochodng wzgledem czasu ¢
funkcji f(t) przyjeto oznaczaé kropka pisana nad nazwa
funkcji:

df

@~
Mozemy przesledzié jeszcze raz pojecie pochodnej dla
dowolnej funkcji. Niekoniecznie musi to byé droga prze-

byta w ruchu. Przekonamy sie, ze pochodna ma prosta
graficzng interpretacje.



Rozwazmy odpowiednio gladka (podobnie jak na pierw-
szym rysunku w przypadku a) funkcje f(x) zmiennej
niezaleznej (. Chcemy znalezé pochodng tej funkeji
w punkcie z, gdzie przyjmuje ona warto$é¢ f(z). Roz-
patrzmy drugi punkt oddalony od z o h, tam funkcja
przyjmuje warto$é f(x + h). Jest to zobrazowane na po-
nizszym rysunku.

F@AR) |

T x+h

Gdy warto$§¢é zmiennej x przyrasta o Ax = h to odpo-
wiedni przyrost funkcji wynosi Af = f(x + h) — f(z).
Utwérzmy iloraz réznicowy, czyli iloraz przyrostu war-
toSci funkcji f i przyrostu zmiennej x

Af _fle+h) - f(z)

Az h '
Jak z rysunku widaé jest to stosunek boku BC do boku
AB w tréjkacie ABC, czyli tangens nachylenia siecznej
AC do osi z. Pochodna jest granicg ilorazu réznicowego
jaka uzyskamy przy zmniejszaniu przyrostu Az do zera,
czyli przy zblizaniu punktu  + h do punktu z

J@+ 1)~ f@)

! — 1
f'(z) = lim A
Sieczna AC staje sie w tej granicy styczng do wykresu
funkcji w punkcie z, bo punkt C wedruje po krzywej
f(z) do punktu A. UzyskaliSmy w ten sposéb prosta
interpretacja geometryczng pochodne;j:

pochodna funkcji f(z) jest réwna tangensowi kata
nachylenia stycznej do wykresu funkeji w punkcie z

Nalezy zrobié jeszcze jedna uwage dotyczaca istnienia
pochodnej. Aby pochodna istniala konieczne jest: (1)
aby funkcja byla ciagta, (2) aby granica prawostronna
(przy h — 0 po wartosciach dodatnich) i granica lewo-
stronna (po wartosciach h ujemnych) byly sobie réwne.
Przykladowo, na pierwszym rysunku w przypadku b)
widaé, ze w punkcie x; nie ma pochodnej, bo choé gra-
nice lewostronna i prawostronna istnieja, to nie sg one
réwne.

'w matematyce funkcja gtadka nazywamy funkcje ciagta,
ktoérej pochodna tez jest ciggla

Przyktad. Obliczanie pochodnej na podstawie definicji.

Obliczmy pochodng funkcji f(z) = z2.

Af = f(z+Az)— f(z) = (z+Ax)? —2% = 22Az+Ax?,
% =2+ Az —— 2z,

r Az—0
(22) = 2z.

Kazdorazowe obliczanie pochodnej przy pomocy defi-
nicji jest wysoce niepraktyczne. Wygodniej zapamietac
kilka wzoréw dotyczacych funkcji elementarnych i pew-
ne ogdlne reguty rézniczkowania.

1.3 Obliczanie pochodnych

1.3.1 Pochodne niektérych funcji elementarnych.

(const)' =0
(:L.a)l — CLSL'a_l
np.
(\/E)' — (.731/2)' — %.’1:_1/2 — ﬁ
(z ) = 3.17‘
(e”) =
(Inz) = 1/:1:
(sinz)') = cosz
(cosz) = —s1nw
(tg .’E) _ cosﬁw
(Ctg.’E) sm2
(arcsinz)' = \/—
(arccosz) = \/—m
(arctgz)' = 1+z2
(arcctge)' = — 5

1.3.2 Pochodna funkcji odwrotnej.

Jesli z=g(y) jest funkcja odwrotng funkcji y=f(z) to
1
o
Przykladowo, z =
y=e".

1 1 1
1 I — = — = —
(Iny) @ e

1.3.3 Pochodna sumy, iloczynu, ilorazu.

(ftg)=f=+4g
(f9)' =f'g+ fd
[)’ _f'lg—1d
g g
Przyktady:
(z?sinz)’ = 2z sinz + 22 cos ,
(sinx)' _ z%cosz — 2zsinz
x2 T4 '

1.3.4 Pochodna, funkcji ztozonej.

Iny jest funkcja odwrotng funkcji

Niech y = f(g(z)), wtedy



dy _df dg

dx

dg dz’
Przyktadowo, funkcja sin(z? + 3) jest zlozeniem funkcji
sinus i wielomianu z? + 3. Popatrzmy na nig jak na
funkcje zadang dwoma relacjami:

[ =sing,

g=x>+3.
Obliczamy: pochodna funkcji zewnetrznej 3—’; daje cos g,
czyli cos(x?+3), pochodna funkcji wewnetrznej (z2+3)’
daje 2z, a wiec zgodnie z podanym wzorem:
[sin(z? + 3)]" = cos(z? + 3) - 2z

1.3.5 Pochodna funkcji wektorowej.

Funkcja wektorowg bedziemy nazywali wektor, ktd-
rego skladowymi sa funkcje skalarne (czesto jednej
zmiennej). Przyktadowo, taka funkcja zalezna od cza-
su jest wektor predkosci poruszajacego sie ciata ¥(t) =
(vz (1), vy (t), 02 (1))

Zasady rézniczkowania funkcji wektorowej jednej zmien-
nej F(t) (t - jest tu zmienna niezalezng, wzgledem kt6-
rej bedziemy rézniczkowad) nie wymagaja innych regut,
niz podane wyzej. Obliczamy po prostu pochodne skta-
dowych:

dFF _ (dF, dF, dF,
dt — dt * dt ’ dt

1.3.6 Druga pochodna i pochodne wyzszych rzedéw.

Druga pochodna jest to pochodna pierwszej
df'(x)
" —

Oznaczamy ja takze tak:

2

72’
Analogicznie okre§lamy pochodng n-tego rzedu:
df" V()
(GO W A el
@) =

1.3.7 Funkcja wielu zmiennych — pochodne czastkowe.

Je§li mamy funkcje wielu zmiennych, np. trzech,
f(z,y,2), to pochodng czastkows wzgledem okreslonej
zmiennej, np. z, jest pochodna funkcji f wzgledem tej
zmiennej przy traktowaniu pozostalych zmiennych jak
stale. Taka pochodng oznaczamy

of (z,y,2)
Ox

Pozostate dwie pochodne czagstkowe funkcji f(z,y, ) to
Of(z,y,2) 0f(x,y,2)
oy ’ 8z

2 Rozniczka
2.1 Rébzniczka funkcji jednej zmiennej

Najprosciej mowiac, rézniczka jest nieskonczenie matym
przyrostem danej wielkoéci (zmiennej, funkcji); przykta-
dowo: drogi, czasu, ci$nienia, etc.

Najpierw pewna istotna uwaga. Zapis pochodnej funkcji
w postaci
df (z)

dz
moze by¢ rozumiany dwojako:

1) Traktujemy go jako polecenie wykonania dzialania
na funkcji f(z) okreSlonego regutami rézniczkowania,
co w zapisie wyrazniej wyglada tak:

d
af(a:)

Powyzsza formuta méwi: wez operator rézniczkowy % i
podzialaj nim na funkcje f(z) — otrzymasz wynik. Inny-
mi stowy sprowadza sie to do zastosowania odpowied-
niego wzoru z poprzedniego rozdziatu.

2) Zapis pochodnej podany na poczatku traktujemy ja-
ko iloraz dwéch nieskoniczenie matych wielkosci

df : dz

Jedna z tych wielkodci to przyrost zmiennej niezalez-
nej dz, a druga — odpowiadajacy mu przyrost funkcji
df . Te wielko$ci nazywamy rézniczkami (odpowiednio
rézniczks zmiennej niezaleznej i rézniczka funkcji).
Jesli rézniczki wystapia w wyrazeniu algebraicznym lub
w réwnaniu to mozemy postepowaé z nimi jak ze zwy-
klymi liczbami (wyciaga¢ przed nawias, mnozy¢ lub
dzieli¢ réwnanie przez nie, upraszczaé, etc.). W szcze-
gélnoéci przeksztalémy réwnoséé

af _
L= '),
mnozac ja przez dx
d
d—fdm = f'(z)dz,
i uproéémy dz po lewej stronie. Otrzymamy
df = f'(z)dx
Uzyskaliémy przepis jak obliczyé rézniczke funkeji.
Przykltad. Obliczenie rézniczki  funkeji — sin? a:
d(sin® z) = (sin® z)'dz = 2sin z cos z dz = sin(2x) dz.

2.2 Rézniczka funkcji wielu zmiennych

Jedli mamy funkcje n zmiennych f(zq,z2,---,2,) to

rézniczka tej funkcji df wyraza sie wzorem
f of 4 of

W1t Gy 9z,
gdzie dz1,dxs,--- ,dz, s3 przyrostami poszczegdlnych
zmiennych, za$ df jest calkowitym przyrostem funkcji
f-
Przykladowo, dla funkcji ktéra zalezy tylko od poloze-
nia (czyli od wspélrzednych z,y, z)

of of of

df = 5o+ 5 dy + 5 dz.

#_a

dx,,,



2.3 Roébzniczkowe elementy dlugosci, po-
wierzchni, objetosci i katow

Wygodnie wprowadzi¢ pojecia takich tworéw prze-
strzennych jak: elementarna dlugoé¢ krzywej, elemen-
tarny wycinek powierzchni, elementarna objetos¢, ele-
mentarny kat pltaski, elementarny kat brylowy. Beda to
wielkoSci nieskoniczenie mate i wyrazaé sie beda przez
rézniczki (przyrosty) okre$lonych zmiennych: dlugosci
(1), powierzchni (S), objetosci (V'), kata plaskiego (),
kata brylowego (£2).

di

ds av &0 .
SR SV

element dlugoéci elementarna
krzywej

elementarna
objetosé

element kata element kata

powierzchnia plaskiego brytowego

W réznych ukladach wspéirzednych (kartezjariskim,
biegunowym, sferycznym, cylindrycznym etc.) beda sie
te elementy wyraza¢ w rézny sposéb. Na razie skupmy
sie na ukladzie kartezjanskim, pozostate uktady omo-
wione beda w innym tekscie.

W prostokatnym ukladzie kartezjanskim elementem
dhugosci linii, ktéra jest réwnolegta do jednej z osi, np.
osi z, jest rézniczka dzr. Elementem dowolnej krzywej
w przestrzem tréjwymiarowe;j jest przyrost wektora wo-
dzacego dr. Sktadowymi wektora dr sg przyrosty réz-
niczkowe (dz, dy, dz). Dlugosé tego elementu (czyli ele-
ment dtugoéci krzywej dl) wyraza sie zwyklym wzorem
z rachunku wektorowego dl = +/dx? + dy? + dz2.
Elementem powierzchni, np. réwnoleglej do ptaszczyzny
(z,y), jest dS = dzdy — iloczyn dwich przyrostéw two-
rzacy prostokat, lezacy w plaszczyznie réwnoleglej do
plaszczyzny x,y, o bokach dx, dy.

Tloczyn trzech wzajemnie prostopadlych przyrostéw
dz, dy, dz jest elementem objetosci dV = dx dy dz (jest
to prostopadltoscian o bokach dz,dy, dz).

3 Zastosowania pochodnych

3.1 Regula de ’Hospitala

Niekiedy spotykamy sie z zagadnieniem obliczania gra-
nicy ilorazu dwéch funkcji

lim @)

T—a g(m)

Jesli kazda z nich dazy niezaleznie do zera,

f(ZU) —_— 05

Tr—a

g(x) — 0

T—a

(tzw. symbol 0/0), lub do nieskonczonosci,

f(z) — £oo,

r—a

g(z) — %00

T—a

(symbol co/o0), to wéwezas pomocna jest regula de
I’Hospitala:

lim @ = lim (@)

r—a :L') r—a gI(IL') )

Zaktadamy, ze pochodne obu funkcji w punkcie a ist-
nieja.
Przyktad:

3.2 Szereg Taylora. Wzory przyblizone.

Znamy funkcje f(x) (oraz jej pochodne) w jakim§ punk-
cie x,, a chcemy znalezé jej warto$¢ w innym punkcie
f(xo+h),odlegtym o h od x,. Korzystamy z rozwiniecia
funkeji f(z) w szereg Taylora

h? h?
Ef”(xo) _|_ _'flll(mo)

hn
e V()
+n!f (zo) +

F+ 1) = f(zo) + (o)

Nieskoniczony ten szereg jest postepem geometrycznym
ze wzgledu na parametr h. Zauwazmy, ze jeSli h < 1
(czyli jestedmy blisko punktu z,) to szereg jest na ogdt
silnie zbiezny, tzn. kolejne wyrazy zawierajace potegi h™
staja sie zaniedbywalnie mate w poréwnaniu do poprze-
dzajacych wyrazéw. Zatem mozna w takim przypadku
szereg "urwac” zaniedbujac wyrazy wyzszego rzedu, bez
wielkiej szkody dla doktadnoéci.

Dostaniemy wtedy warto$é przyblizona funkcji f(z) w
punkcie z = z, + h. Iloé§¢ wyrazéw jakie zachowujemy
zalezy od wymaganej dokladno$ci przyblizenia, czesto
wystarczaja dwa wyrazy:

f(@o +h) = fz,) + hf'(x,),

ale jedli potrzebna jest wieksza dokladno$é to zawsze
mozemy dolaczyé kolejne, np.:

h2
f(xo+h) = f(z,) + hf'(2,) + ?f”(xo):

itd.

Przyklad. Dla wyrazenia m uzyskajmy uproszczony
wzor dla matych h, tzn. zaltézmy h < 1. Rozptrzmy w
tym celu funkcje f(z) = 2% i rozwinmy ja w otoczeniu
punktu x = 1. Zastosujmy najprostszy wariant, w kté-
rym w rozwinieciu Taylora zostawiamy tylko dwa pierw-
sze wyrazy. Dlaz, = 1 mamy f(z,) = 5 =1; f'(z,) =
— % |zo=1= —2. Wstawiajac te wielkosci do rozwiniecia,
mamy

1

Przyktadowo: (L()}W = 0.9726, stosujac zaé uprosz-
czony wzdér dostajemy 1 — 0.028 = 0.9720. Réznica na
czwartym miejscu po przecinku!



Przyktad. Przyblizona warto$¢ sin(a) dla malych ka-
téw «. Dla tego przypadku punktem, wzgledem ktére-
go bedziemy rozwijaé funkcje sinus jest kat réwny zero.
Zapisujemy wartoé¢ sin(0 + a) (a jest tym maltym pa-
rametrem oznaczanym wyzej przez h):

2 3

sin(0+a) = sin(O)—l—% sin’ (0)+ = sin” (0)+ = sin” (0)+- - -

2 6

Przy zalozeniu a@ < 1 nietrudno stad otrzymacé wzory
przyblizone. Je§li wezmiemy tylko dwa pierwsze wyrazy
szeregu i pominiemy pozostalte to uzyskamy wzdr znany
ze szkoty

sina & a.
Dokladniejszy wzoér wyglada tak:

. 14

sina ~ a— 6% -
Aby go uzyskaé¢ musieliémy rozpatrzyé cztery wyrazy
rozwiniecia.
Sprawdz rachunkiem dla jakiego zakresu katéw poszcze-
gblne wzory daja wynik z dokladnoScig nie gorsza niz

1%.

3.3 Ekstrema funkcji

Maksima i minima funkcji f(z) mozna wyszukaé znaj-
dujac miejsca zerowe pochodnej

d

Badajac pochodng mozna tez okre§laé¢ inne wlasnodci
funkcji, jak np. punkty przegiecia. Najlepiej widaé to na
rysunku przedstawiajacym wykres przyktadowej funkcji
f(z) (gbrny rysunek) oraz wykres jej pochodnej (dolny
rysunek).

df (z)

dz

fll>0 fII:0 fll<0

Wykres pochodnej powstal z analizy wykresu funkcji
f(x) w nastepujacy sposéb. Pierwsza pochodna jest tan-
gensem kata nachylenia stycznej do wykresu, wobec cze-
go poziome styczne wyznaczaja miejsca zerowe pochod-
nej, przy czym o tym czy jest tam maksimum czy mini-
mum — o tym decyduje znak drugiej pochodnej:

f"(z) < 0 — maksimum, f"(x) > 0 — minimum.

Maksymalne i minimalne nachylenia stycznej okre§la-
ja punkty przegiecia funkcji f(x). Sa to wiec punkty,
w ktorych wystepuja ekstrema pochodnej, czyli druga
pochodna sie zeruje.

Ujemne katy nachylenia stycznej daja ujemne warto-
$ci pochodnej; dalej, jesli nachylenie stycznej wzrasta —
pochodna jest rosngca, i odwrotnie — zmniejszanie na-
chylenia okresla obszary gdzie f'(z) maleje.

3.4 Wskazéwki do sporzadzania wykre-
sow funkcji

Czesto warto pokaza¢ na rysunku jak zmienia sie da-
na wielko$¢ — innymi stowy nalezy umieé naszkicowaé
wykres funkcji zadanej wzorem. Pochodna pokaze nam
polozenie ekstreméw i punktéw przegiecia, jesli takowe
beda.

Dla przykladu przeanalizujmy jak wyglada na wykre-
sie zalezno$¢ energii potencjalnej uktadu dwoéch czastek
odleglych od siebie o r, ktéra to zaleznosé¢ wyraza sie
wzorem

a b
EP(T) = 'I"_G - 7'_4’
gdzie a i b sa stalymi dodatnimi.
1. Rysujemy osie wykresu r i E,. Poniewaz r > 0 wykres
bedzie sie mieécit w Ii IV ¢wiartce.
2. Sprawdzamy jakie s wartosci funkcji E, dlar =0 i
r = 4oo (kranice przedziatu zmiennoéci r):
gdy r = 0% to E, = a;’g” R & = 400,
gdy r = 400 wtedy E, ~ 1”52 -0,
Mozemy juz narysowaé poczatek wykresu:

Ep

—
3. Szukamy miejsc zerowych: & —& =0 — r=/a/b
(drugi pierwiastek odrzucamy bo r > 0).

_ 6a

4. Sprawdzamy ekstrema: E, = —77 + 2L=0 - r=
v/3a/2b. Jest to minimum (sprawdz, ze w tym punkcie
E) > 0).



EP EP ..
miejsce zerowe minimum
y y
x A z
— —

5. Mozna tez okredli¢ polozenie punktu przegiecia z wa-

runku E = 0 ale i bez tego tatwo juz mozna naszkico-
wag caly przebieg funkcji:

Ep




